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Exercice 1 (5.5 points) 
Le plan est orienté dans le sens direct. 
Dans la figure de annexe jointe, OABC est un rectangle de centre I tel que 


OC =1,(OÀ,OB) = = [27] et D le point du segment [OA] tel que OD = OC. 
1) a/ Montrer qu'il existe un unique déplacement f qui envoie O sur I et D sur B. 
i TT 
b/ Montrer que f est une rotation d’angle 6 
c/ On note Q le centre de f. Construire Q. 
2) Soit g l’antidéplacement qui envoie O sur I et D sur B. 


a/ Montrer que g est une symétrie glissante. 
b/ Soit J le milieu du segment [OI] et K le milieu du segment [BD]. 
Les droites (JK) et (OA) se coupent au point E. 
Montrer que g(E) = J. 
c/ En déduire que g = Ssk) 0 g3: 
3) a/ Montrer que fo g = So). En déduire que f(E)= J. 
b/ Comparer OE et OJ. En déduire que les droites (OQ) et (JK) sont 
perpendiculaires. 
Dans la suite, on munit le plan du repère orthonormé direct (0,0D,0C). 
On note z; , ر2‎ et zx les affixes respectives des points I , J et K. 
4) al Justifier que z; = ei. 
b/ Montrer que 2x — zJ = cos(5)e'12. 
c/ Déterminer une mesure de l’angle orienté ( OD,JK ). 
5) Soit M un point de la droite (JK) . On désigne par N le symétrique de M par 
rapport à (OA) et par P l’image de M par g. 
a/ Soit r la rotation de centre E et d’angle 
Montrer que r(M)=N. 
b/ En déduire que f(N) =P. 
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Exercice 2 (4 points) 

1) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N , 21” = 1+20n (mod 100). 

b/ En déduire les deux derniers chiffres de entier ۰, 

On note E l’ensemble des entiers x € Z tels que pour tout n EN, 
x" = 1+n(x- 1) (mod 100). 

2) Vérifier que 21 est un élément de ۰ 
3) Soit x un élément de E. 

a/ Montrer que (x- 1)? = 0 (mod 100). 

b/ En déduire que x = 1 (mod 10). 
4) Soit q € Z. Montrer que pour tout n € N, (1+10 q) =1+10 nq (mod 100). 
5) Déterminer l’ensemble E. 


Exercice 3 (6 points) 


1+1 
1) Soit y la fonction définie sur ] 0, +00 ] par p(x) = +Inx 





. On désigne par (©) 
sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i,j) du plan. 
a/ Calculer lim p(x) et Jim p(x). Interpréter graphiquement les résultats. 


-lnx 


b/ Montrer que pour tout x > 0 , g'(x) = 3 





c/ Dresser le tableau de variation de q. 
d/ Tracer la courbe (€), en précisant l'intersection avec laxe des abscisses. 


Dans la suite de l'exercice, n est un entier supérieur ou égal à 1. 


1+In(x+n) 


x+n 
On désigne par (6n) sa courbe représentative dans le repère (O,i, J). 


a/ En remarquant que ,(x) = (x+n), montrer que (6n) est l’image de (6) 
par une translation que l’on précisera. 


b/ Tracer (61) dans le repère (O, i, j). 
3) Soit A, la fonction définie sur ] 0, +00 ] par A, (x) = n(x) — p(x). 
a/ Montrer que pour tout x >1,h,(x) < ۰ 
b/ Montrer que pour tout x de] 0,1 ] , h’ (x) <0. 
c/ En déduire que l'équation h,(x) = 0 admet dans l'intervalle ] 0, +oo [ une 


2) Soit y, la fonction définie sur ] -n,+00 [ par n(x) = 


unique solution a, et vérifier que à <a, CE 
4) a/ Montrer que n+1+ @n+1 > 7 0۰ 
b/ Comparer y(a,+1) et plan). 
c/ Montrer que la suite (4,),>, est convergente. On note £ sa limite. 


d/ Justifier que lim plan) = 0. En déduire la valeur de £. 
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Exercice 4 (4.5 points) 
1) Soit F et H les fonctions définies sur [0, +۵۵] par 


Fx) | dl et HC) =“ - 2 ( 1+,/x)e vx. 


a/ Montrer que F est dérivable sur [0,+ool et donner F(x). 
b/ Montrer que pour tout x > 0 , F(x) = H(x). 
c/ En déduire que F(0) = H(0). 


2) Soit G la fonction définie sur [0, +oo[ par G(x) = f y Vte “dt. 
t 
a/ En remarquant que pour tout t>0, vt = Ji’ montrer à l’aide d'une 
2 
intégration par parties que G(x) = 7 2xe7¥* + 2F (x), pour tout x > 0. 


b/ Justifier que G(0) = + 2F(0). 


3) Ci-dessous on a tracé , dans un repère orthonormé, les courbes (67) et (€g) des 
fonctions f et g définies sur [0, +00 [ par f(x) = ev” et g(x) = Ve” vx. 





Pour tout À > 1, on désigne par æ% laire en (u.a) de la partie du plan limitée 
par (67) ,(€,) et les droites d'équations respectives x =0 et x = ۰ 


6 
a/ Montrer que % = — — 2. 
e 


b/ Montrer que pour tout À > 1, 2, = A + G(À) - F(A). 
c/ Calculer Jim À). 
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Exercice 1 (3 points) 
Soit a € Z. 


1) Déterminer les restes possibles modulo 6 de entier a*. 
2) Vérifier que a° = a (mod 6). 
3) a/ Montrer par récurrence que pour tout n € N, a*”*! = a (mod 6). 
b/ En déduire que pour tout entier n>1, a” =a? (mod 6). 
x" - y$ = 0 (mod 6), . 
x°y? = 1 (mod 6). 


4) Résoudre dans Z? le système 


Exercice 2 (5 points) 
Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure 1 de annexe jointe, ABC est 
un triangle rectangle et isocèle en A de sens direct, le point O est le milieu du 
segment [BC] et les triangles AEB et ACF sont équilatéraux directs. 
5 
1) Soit r, la rotation de centre A et d'angle T Montrer que r,(B)=F et r,(E)=C. 
2) Soit S la symétrie orthogonale d'axe (OA). 
a/ Montrer que S([BE1) = [CF]. 


b/ Les droites (BE) et (CF) se coupent en un point Q. 
Montrer que les points A, O et (2 sont alignés. 


3) Soit f un déplacement qui envoie le segment [BE] sur le segment [CF]. 
a/ Montrer que f =r, ou f est la rotation ra dangle -> et de centre Q. 
b/ Construire le point A' = r(A) et montrer que ACA'F est un losange. 
4) Soit g Pantidéplacement qui envoie B sur F et E sur C. 
a/ Montrer que g est une symétrie glissante. 
b/ Montrer que g(A)= A”. 


c/ Soit I le milieu du segment [BE] et J = g(1). Montrer que g = Sag) 07. 
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Exercice 3 (4.5 points) 
Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct (O,u ,U). 


1) a/ Résoudre dans l’ensemble C l'équation : z? + + z =0: 
On note z21 et 22 les solutions avec Im(2;,) > 0. 
b/ Écrire z, sous forme exponentielle. 
Dans la figure 2 de l'annexe jointe, A et B sont les points d’affixes 
respectives 1 et e' a . A est la droite d'équation x = -> ; 


2) La droite A coupe la droite (OB) au point C. 
Montrer que l’affixe du point C est égale à ۰ 


1 

3) Soit D le point d'affixe zp = ——1. 
j " و‎ 

a/ Vérifier que zp = 2°. 
1 2 
b/ Montrer que AS 
و | زر‎ 1 3 

Construire le point D.‏ له 

4) Soit z€C. 


1 
Montrer que (z2 +z eR) équivaut à )2 1 ou Re(z)= #5) ۱ 





5) Pour 2 € C \{ 1 }, on désigne par M et N les points d'affixes respectives 2 et 2”. 


a/ Déterminer l’ensemble des points M du plan tels que les vecteurs 
AM et AN sont colinéaires. 


b/ Dans la figure 2 de annexe, on a placé un point P de la droite A d’affixe a . 
Construire, en justifiant, le point Q d'affixe a*. 


Exercice 4 (7.5 points) 
Partie A 


Dans la figure 3 de l’annexe jointe, on a tracé dans un repère orthonormé (O,i, 7, 
la courbe représentative (&,) de la fonction g définie sur R par g(x) = xe”. 


1 
a et Û sont les réels tels que g(a) = 1 et g(6) = 3 


1) En utilisant le graphique, 
a/ donner le tableau de signe de la fonction dérivée g' de g, 


b/ résoudre dans R chacune des inéquations ci-dessous. 


1 
g(x) < 2 et g(x) < 1. 
1 
2) Montrer que a > 5 ` 
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3) Soit f la fonction définie sur R par f(x)= g(x)- (gl). ‘he 
On désigne par (&;) sa courbe représentative dans le repère (O, i,j). 
a/ Calculer f(a) et f(B). 
b/ Calculer lim f(x). Interpréter le résultat. 
c/ Montrer que lim f(x) = -00 . Déterminer la branche infinie de (6f) au 


voisinage de +00. 
4) a/ Montrer que pour tout x E€ R , f'(x) =2g'(x) 5 — go) 
b/ Dresser le tableau de variation de f. 
له‎ Tracer (6+) dans le repère (O,i , j). 


5) Soit æ aire en (u.a) de la partie du plan limitée par (6r), (6z) et les droites 


d'équations respectives x =0 et x = ۰ 
a 


1 
a/ Montrer que # = 2 | xe”dx. 
0 

DUR 1 
b/ En déduire que Y = — - — + —. 

4 2g da’ 
Partie B z 
Pour tout entier n > 2 , on pose Jn = Í (g(x))" dx. 

0 


1) a/ Montrer que 0 < Jn > Fe 
n+1 


b/ En déduire lim .بل‎ 
a 


2) a/ Montrer que f (aa) dx > Jn. 


A 
ar} 


1 ۱ 
b/ Montrer que — |g [a — ١ > Jh > ۰ 
n n 





Inn ; nF 
له‎ Justifier que Vn =en puis montrer que lim yd, = 1. 


n—+00 
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Exercice 1 : (5 points) 
Le plan est orienté. 


Dans la figure ci-contre, ABC est un triangle 
direct, non rectangle et non isocèle. 


GAC et EBA sont des triangles directs, rectangles 
et isocéles respectivement en G et en E. 


L, K, | et J sont les milieux respectifs des côtés 
[BC], [GE], [EL] et [GL |. F et H sont les 


symétriques respectifs de G et J par rapport á L. 
On note Fr, et r, les rotations de même angle 7 


et de centres respectifs G et E. S, désigne la 
symétrie centrale de centre L. 


1) a) Déterminer r, oS or, (A). 





Caractériser r, ۰5 ۰ 
b) En déduire que le triangle EFG est rectangle, isocèle. 
c) Justifier que le quadrilatère LJKI est un carré. 
2) Soit y la symétrie glissante de vecteur LK et d'axe A passant par |. 
où S 


On pose 9 = 5 est la symétrie orthogonale d'axe (LE). 


(LE)' 
a) Montrer que A = (IH). 
b) Montrer que g(J) =| et g(L)= E. 


(LE) 


c) Prouver que و‎ est la rotation de centre ۲ et d'angle a 


3) Soit f l'antidéplacement qui envoie J en | et L en E. 
a) Justifier que f est une symétrie glissante. 


b) Donner les éléments caractéristiques de f. 
4) Soit M un point du plan. Soient M'et M" les images de M respectivement par f etg. 
Montrer que M'et M" sont symétriques par rapport à une droite fixe que l'on précisera. 
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Exercice 2 : (4 points) 
On munit le plan complexe d'un repère orthonormé direct (O,u,v). 
Dans la figure 1 de l'annexe, )۲( est le cercle de centre O et de rayon 2 , A, B et C sont les 
points d'affixes respectives 1, i V2 et -i 2. 
Soit Q un point du cercle )۲( d'affixe un nombre complexe a, distinct de ۱/2 6۱-2 ۰ 
1) On désigne par R le point d'affixe a+a. 
a) Vérifier que Re (O, u). Construire R. 


b) Déterminer les nombres complexes a pour lesquels O, R et Q sont alignés. 
Soit P le point du plan d'affixe 12 et M un point d'affixe z non nul. 
a) Justifier que P est l'image de Q par une rotation que l'on précisera. Construire P. 


b) Montrer que A, P et M sont alignés <= (ia + 1)z + (ia-1)z = ¡(a +a). 


2 


i 


c) Montrer que (AP) 1 (OM) > (ia+1)z-(ia-1)z = 0. 

d) Soit H le projeté orthogonal de O sur (AP). On désigne par Z,,l'affixe du point H. 
¡(a + a) 

2(ia+1) 

) + a) 

(ia + 1) | 

a) Vérifier que N est l'image de H par une similitude que l'on déterminera. 

b) Construire le point N. 


c) Déterminer l'ensemble sur lequel varie le point N lorsque Q varie sur le cercle (T) 
privé des points B et C. 





Justifier que Z,, = 


3 


صب 


Soit N le point d'affixe Z,, = 





Exercice 3 : (4 points) 


On considère la suite (a, ) définie sur N par a, =2x5" +7. 

1) a) Justifier que pour tout entier naturel n, a, est impair. 
b) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste modulo 8 de 5". 
c) En déduire que pour tout ne N, a, =1(mod 8). 

X = 1(mod 8) 

x = 7(mod 125) 


b) Montrer que pour tout n23, a, =257 (mod 1000). 


2) a) Montrer que si alors x = 257 (mod 1000). 


c) Quels sont les trois derniers chiffres de (2x روج‎ 7/2 × UE 7) ? 
3) a) Vérifier que pour tout ne N, 34), ~ An, = 28. 


b) Soit d le PGCD de a,, et aر,,,.‎ Montrer que d est différent de 7. 
c) Trouver alors d. 
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Exercice 4 : (7 points) 


I. Soit f la fonction définie surR par f(x) = ات‎ 


1+ 2و‎ 
On désigne par (£) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O.i,j) du plan P. 


À e 


(1+e™* (1+ 
2) a) Déterminer lim f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats obtenus. 
X + 00 X—>— من‎ 


b) Vérifier que pour tout réel x, 0 < f(x) <1. 
3) a) Dresser le tableau de variation de f. 

b) Montrer que f réalise une bijection f de R sur un intervalle J que l'on précisera. 

c) Montrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution atelle que 0,5 < a < 0,6. 

d) Déterminer le signe de f(x)-x pour tout réel x. Interpréter graphiquement le résultat. 
4) Dans la figure 2 de l'annexe, on a construit la droite d'équation y = x et on a placé le réel 


1) Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout réel x, f'(x) = 


a sur laxe des abscisses et le réel R sur l'axe des ordonnées. 
a) Tracer la courbe (4). 


b) Tracer la courbe ) de f7 


5) a) Montrer que la fonction h définie sur R par h(x) = x— In(1+V1+e°*) est 
une primitive de f. 
b) On désigne par A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (5), l'axe des 
abscisses et les droites d'équations respectives x=0 et Xx =a. 


Montrer que A = a + رک«‎ i 
Q + 


Il. Pour tout k e N*, on considère la fonction F, définie sur [0,+o0|, par F, (x) = | “(fat 
0 


1) a) Montrer que la fonction F, est croissante sur [O, +f, 
b) Montrer que pour tout réel te[0,+o[, 0<(f(t))* < e“. 
c) En déduire que pour tout x e ]0, +o], O<F, (x) < 
d) Montrer alors que la fonction F, possède une limite finie |, quand x tend vers +c. 
e) Montrer que Jim ly 20 
2) a) En utilisant la question 1.5.a) montrer que را‎ =- h(0). 
b) Montrer que pour tout réel te [0,+of, (f(t))? —f(t) = ۰ 
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c) En déduire que pour tout x > 0, F, (x) = F(X) + f(x) - f(0). 


T 


d) Montrer que |, = (1+2). 
3) a) Montrer que pour tout x > 0 et pour tout k > 2, 


F21 00=Fay 100 = = (f) ند‎ (f(0)) à | 


۱ SH 
b) En déduire quel, =L....=====—==—, k > 2 


k 
1 
c) Montrer que 1, , =| - > سس‎ k22 


k 
i ; 1 
a) En déduire lim I بت‎ 
A —1)( [2)y2m-1 
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Figure 1 


Figure 2 
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Exercice 1 : (5 points) 
Le plan est orienté. 


Dans la figure de l'annexe jointe, ABC est un triangle équilatéral direct de centre O. 


|, J et K sont les milieux respectifs des cotés [BC |, [AC | et [AB]. 


Soit S la similitude directe de centre B et telle que S(J)=C. 


2/3 


1) Déterminer l'angle de 5 et montrer que son rapport est égal a +. 


2) Soit (T) le cercle de diamètre | AB] et (F*) le cercle circonscrit au triangle ABC. 
a) Montrer que S (K) = O. 
b) En déduire que S(T) ۲ 
c) Déterminer et construire le point A'=S(A). 

3) La droite (OC) recoupe )۲ ') en P et la droite (BP) recoupe (f ) en Q. 


On note S~ l'application réciproque de S, 


a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de S7 
b) Montrer que S*(A)=0Q. 

c) Quelle est la nature du triangle BJQ ? 

d) Prouver que K est le milieu du segment | QI]. 


4) Soit 6 25۰5 ,. où S 


(AB) (AB) est la symétrie orthogonale d'axe (AB). 


a) Justifier que 6 est une similitude indirecte et déterminer ses éléments caractéristiques. 
b) Déterminer o(Q) et 6(J). 
c) La droite (IJ) coupe la droite (QB) en un point M. 


Déterminer et construire le point M ' = 6 (M). 
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Exercice 2 : (4 points) 
Soit ke N° et r le reste modulo 7 de k. 


1) Montrer chacun des résultats suivants : 
kř =1 (mod 7), si et seulement si, r e (1, 2, 4). 


k? = 6 (mod 7), si et seulement si, r 13, 5, 6}. 
k? = 0 (mod 7), si et seulement si, r = ۰ 
2) Soit (x,y) e N°xN*. Déterminer les restes possibles modulo 7 de x* + y”. 


3) Pour tout a e N’, on désigne par E, -| (x,y) e N*xN* x°+y°=a | 


Montrer que les équations x°+y° = 3(mod 7) et x +y” = 4(mod 7) n'admettent 
pas de solutions dans N*xN*. 


4) On considère l'ensemble E gogo- Supposons qu'il existe (x,y) € N*xN "tel que (x,y) € 0۰ 
a) Montrer alors que x = 0 (mod 7) ou y =0 (mod 7). 
b) Déterminer ۵0۰ 


Exercice 3 : (5 points) 


On dispose d'une urne U, contenant deux boules noires et deux boules blanches et d'une urne U, 


contenant une boule noire et trois boules blanches. Toutes les boules sont indiscernables au 
toucher, On procède à l'expérience aléatoire suivante : 


On tire au hasard une boule de U.. 


- Si elle est blanche, on la remet dans U, et on tire simultanément deux boules de ,ولا‎ 
- Si elle est noire, on la met dans ولا‎ et on tire simultanément deux boules de ۰ 


On considère les évènements suivants : 


A « La boule tirée de U, est blanche. » 
B « On tire deux boules blanches de l'urne .ولا‎ » 
C » On tire deux boules noires de l'urne .ولا‎ » 


D « On tire deux boules de couleurs différentes de l'urne U. ». 
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1) a) Recopier et compléter l'arbre de choix suivant : 


Pa AMB 

05 À T AND 
OT سر‎ ۸ 8 
0.6 AMD 


b) Déterminer p(B) et p(D). 


c) Montrer que la probabilité qu'il ne reste aucune boule noire dans U, est égale à > 


2) Soit X la variable aléatoire ayant pour valeur le nombre de boules noires restantes dans U.. 
a) Déterminer la loi de probabilité de X. 
b) Quelle est la probabilité qu'il reste au moins une boule noire dans ولا‎ ? 

3) On répète n fois de suite (n>1) et de manière indépendante l'expérience aléatoire précédente. 
On désigne par F, l'événement : « Il ne reste dans U, aucune boule noire pour les (n-1) 
premières épreuves et il reste au moins une boule noire à la n°" épreuve ». 


Quelle est la probabilité p, de F, ? 


Exercice 4 : (6 points) 
x IN(1+x) 


Soit ۲ la fonction définie sur |-1.+ «| par f(x) = 
+x 


Li 
F 


On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (Oi ۱ j) 


A) 
1) a) Montrer que lim f(x) =+ =, Interpréter graphiquement le résultat. 
17 
۱ f(x) ۱ ۱ ۱ 
b) Montrer que lim f(x) =+ œ et lim Fr 0. Interpréter graphiquement les résultats. 
Xx PX E= t 


2) a) Montrer que f est dérivable sur |-1,+ «|. 


+ |۳)1+ x) 
— و‎ x 
(1+ x) 


c) Montrer que x +In(1+ x) > 0, si et seulement si, x > 0. 


b) Montrer que f(x) = >. 


d) En déduire le tableau de variation de f. 
e) Tracer (C). 
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x f 
B) Soit G la fonction définie sur [1, + «| par G(x) = f di dt. 
1 


n+1 


Pour tout entier n > 1, on pose M = f a f(t") dt et on considère la fonction F, définie sur[1, + o| 
1 
x" f(t 
par F. = | Yt dt. 
1 


1) Montrer que G(x) = sin? + X)- 02 x21, 


2) Montrer que pour tout x>1 G(x")<F,(x)<xG(x"”). 
3) Montrer que F, est dérivable sur [1, + [ et que F',(x)=nf(x"), x21. 


+ 
4) En déduire que pour tout entier n 21, n V, = des 1 


n^ 4 10 
5) a) Montrer que e) | < nV, < a) | n < 1. 


\n nin (11 0 
b) Vérifier que ES se a) En déduire que in = €. 


c) Déterminer lim nv puis lim Y 
Mia. Y CETE: n 
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Exercice 1 : (5 points) 
Le plan est muni d'un repère orthonormé direct. Dans la figure ci-dessous, 


£ est le cercle de centre O et de diamètre[BC|, M est le point de [BC] tel que CM= ¿BC 
et £' est le cercle de diamètre [CM]. | et l’ sont les milieux respectifs des segments [BM] et [CM]. 


A et A' sont deux points du cercle ع‎ tels que AMA'B est un losange et (AC, AB) = 5 [27]. 


La droite (AC) recoupe le cercle &’ en H. 


1) a) Montrer que les droites (AB) et (HM) sont £ 
parallèles. 
b) En déduire que les points H, M et A' sont alignés. 


c) Montrer que HM = TAB et que HA? = AB? - HM. B (N 
2) On désigne par S la similitude directe de centre H qui ارش‎ 


envoie A en M. 
a) Préciser langle de 5 et montrer que son rapport 


est égal à $. A 


b) Déterminer les images par S des droites (Al) et (MH). En déduire S(A'). 


re 


Montrer que S(l)=l'et en déduire que (HI) est tangente en H au cercle ۰ 


4 


w 


On pose S'=S anO SO San: 
a) Vérifier que S' est une similitude directe dont on précisera le centre et le rapport. 


b) La droite (A'M) recoupe le cercle en N. Montrer que le triangle MCN est isocèle de 


sommet principal C. 
c) Déterminer S'(A). En déduire alors l'angle de S'. 


1/4 
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Exercice 2 : (4 points) 


L'espace est rapporté á un repere orthonormé direct (O,¡,j,k). 


On considère les points A(2,0,1), B(-2,0,1), C(1,1,1) et D(-4,0,-1). 


1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés. 
b) On désigne par P le plan (ABC). Montrer que P est d'équation z = 1. 

2) Soit S l'ensemble des points M(x, y, z) de l'espace tels que x° + y +z*-4z-1=0. 
a) Montrer que S est une sphère dont on précisera le rayon et les coordonnées du centre Q. 
b) Soit le point 1(0, 0, 1), montrer que S et P se coupent suivant le cercle # de centre | et de 


rayon 2. 


3) Soit à € R \ {2}, 0(0, 0,1) et R = VA — 1? + 4. 
a) Montrer que la sphère S, de centre £1, et de rayon R, coupe P suivant le cercle #7 


b) Déterminer À, pour que D € ۰ 


c) Déterminer les homothéties de l'espace transformant 5 en S}. 
Exercice 3 : (5 points) 


1) On considère dans Z* l'équation (E) : 29 x - 13y = 6. 
a) Vérifier que (2,4) est une solution de (E). 


b) Résoudre dans Z x Z l'équation (E). 


Soit dans Z l'équation (E”) : x° =- 2 [29]. 


2) Justifier que 2% =1 [29] et en déduire que - 8 est solution de (E”). 

3) Soit x, une solution de (E”). 
a) Montrer que x, n'est pas un multiple de 29 et en déduire alors que x,” =1 [29]. 
b) Montrer que x,” = —8 [29] puis que وا‎ =- 8 [29]. 
c) En déduire l'ensemble des solutions dans Z de l'équation (E'). 


d) Résoudre dans Z l'équation (x - 3)° = -2 [29]. 


(x - 3(* = -2 [29], 


4) Résoudre dans Z le système 
(x-3= -2 [13]. 
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Exercice 4 : (6 points) 


Le plan est muni d'un repère orthonormé (o f; j): 


On considère la fonction f définie sur [0, +00] par f(x) =V1-e*. 
1) a) Montrer que f possède une fonction réciproque g définie sur [0, 1[. 
b) Montrer que pour tout x € [0,1|; g(x) =—In(1—x?). 
c) Montrer que l'équation g(x) = x admet une solution a sur [0,7 : 0,8]. 
d) On donne en annexe la représentation graphique ۶ de la fonction f dans le repère (0,1, j), 
la première bissectrice A et le point A(a , a). 
On désigne par Z’ la courbe de g. Tracer Z’ dans le même repère. 
x) 
2) Soit ¢ la fonction définie sur [0, 1] par (x) = 1 ۳ f(t) dt. 


2 





a) Montrer que y est dérivable sur ]0, 1] et que y'(x) 2 
2x* ۵ € 


b) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x appartenant à [0, 1, 1 =a ta 
-X x 1-x 





c) En déduire que (x)= -2( +10 X 10, 11. 


d) On désigne par .Y 21۲۵ de la région du plan située entre les courbes 2 et Z’ et les droites 
d'équations respectives x = 0 etx = a. 


2 
Montrer que ./ = 2))0(-2-( 


Soit (u,) la suite définie sur N par u, = . y 


3 
rd 


I- 


Soit n > 1.On pose pour tout t € [0, 1[, S,(t)= 2) ۲ 


k=1 
3 
3 az 
a) Montrer que f S, (t) dt = .لا‎ 
b) Montrer que pour tout te [0, 1[, S,(t) = (1 -t%) g'(t), où و‎ est la dérivée de la fonction و‎ 
sur [0, 1[. 
V3 Lau | 
c) Montrer que pour tout UE (5) 9 (t) < S(t) < g'(t). 
V3 V3 


d) En déduire que (1-25) a) <U < S) 


4) Montrer alors que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite. 


3/4 
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CORRECTION : EPREUVE MATHEMATIQUES / Session de JUIN 2019 / BAC MATHS 


Exercice N°1 : 
1°) a) (AB) L (AC), £' de diamètre [CM] et H e ¢' donc (HC) L(MH) or He(HC) 
donc (AC) 1 (MH) ainsi (AB)||(MH) 
b) AMAB est un losange donc (AB)||(A'M) et (AB) ||[(MH) d'où (A'M)| (MH) ce qui prouve 
que H, M et A' sont alignés 
c) e dans le triangle ABC on a (AB)||(MH) , He|[AC] et Me[BC] donc d’après te théorème 


de Thalès : ل‎ et on a LES à donc E, par suite HM - AB 
CB AB AC CB 3 AB 3 3 
e Le triangle AMH est rectangle en H donc d'apres le théoreme du Pythagore : 


Et puisque AB = AM on aura AB” = AH’ + HM > AH” = AB” - HM’ 


2°) a) «e Angle de S: (HA. PM |--2]27 


e Rapport de S: سم‎ Ona: HM= -AB et AH” = AB” - HM’ 





2 
Donc AH? = AB? - AB? -Š AR? == paa > AB 2. 
9 AH 8 AH ۵۸2 
eT HM _ AB 1 y2 
il en résulte : k = — A ns 
HA 3HA 2 4 


b) e Angle de S est 5 d'où S((A1)) 1 (Al) et S(A)=MeS((Al)) d'où S((Al)) = (BC) 


e De même S((MH)) 1 (MH) et S(H)=HeS((MH)) d'où S((MH)) = (AC) 
e A'Ee(MH)N(AI) d'où S(A') eS((MH))NS((AD)= S(A”) e (ACIN(BC) => S(A') =C 
3°) e une similitude conserve les milieux 
e I est le milieu de [AA'] donc S(1) est le milieu de S([AA"]) = [CM] d'où S(1) = 
a -()؟‎ ۱ (Ai HF)» 2127 , He¢' de rayon [TH] donc (HI) est tangente à ¿' en H 


4°) a) Scam : antidéplacement > Siam) est une similitude indirecte de rapport 1 


e S' est la composée de trois similitudes dont deux indirectes de rapport 1 et une directe de 


V2 


rapport E ce qui prouve que S' est une similitude directe de rapport Ei 


e S'(H)= M Samy (E) = Sam 2S(H) = Sam (H)=H > H est le centre de S' 


(anj 988 
b) o (AB, AA |=( AA, AM |[2x] ([A'A) bissectrice de l'angle (AB A'B ¿AM ( 
(AB. XA) =| BCA []27 
e (Deux angles qui interceptent le méme arc dans le cercle) 
ARAN) = (CAN |2] 


= (GBA )= (CAC |r ainsi dans le triangle MNC , CM. CH |= 07:65 Jn 
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Donc [CH) est la bissectrice de l'angle NCM et (CH) 1 (MN) d'où (CH) est la 
médiatrice de | MN] 
> CM =CN ce qui prouve que MNC est isocèle en C 
c) e SA) = Sian ۱5۰۹ ریم‎ (A) = San 2 SCA) = Sex (M) =N 
e S'(A)=N= angle de S': (HAHN = >12] 


Exercice N°2: 


—4 —] 
1°) a) AB 0 |, AC 1 let Tz >A, BetC ne sont pas alignés 
0 0 5 


DZ =l و در‎ Fi] BeP,. El CEP 
et A,BetC déterminent un seul plan P donc il a pour équation z =1 


-4 zj 0 
Ou bien: AB| 0 Í1nAC| 1 ۱-71 0 | vecteur normale de P 
0 0 —4 


> -Az+d=0,A€P > -4+d=0 > d=4 d'où P:-42+4=0 >P:z=1 
2") a) 2 + ر‎ + 2 42-1 = y + (22) -41= + y + (2-2) =5 = 5ہ‎ 

> S est une sphère de rayon R=y5 et de centre Q(0,0,2) 

۰ ۳ 1 1- و2 
b) d(Q ¿Py = et - 2 -1> 5 >S et P sont sécants suivant le cercle ¢ de rayon‏ 
1 17+ 0+ "0 

را 

0 


Comme QI| 0 |=-ñ =(QI) LP et IeP donc I est le projeté orthogonale de Q sur P 
-1 
Ce qui prouve que I est le centre de ¢ 
AS 
3°) a) d(Q,,P o a- 4 
PE FOE JO +O TF 
On sait que pour tout 2 61۴۱121 ona: (2-1) > )2-1( +4 d'où (4-1) (21) + 4 


C'est-à-dire [2-1<,/(2-1) +4 >|4-1|< R, =S, et P sont sécants suivant un cercle ۵ 


e de rayon ۰۰-۱2-1۳ = 
0 


e de centre le projeté orthogonale de Q, sur P : QI 0 |=(1-4)4 =(Q,I)1P et leP 
1-۸ 


>I est le centre de y. Finalement ۵ ¢ et par suite S, NP =£ 
b) DeS, >0,D=R, > (4) +0 (م1-2)+‎ =4/(4, 1) +4 
> 2 +24, +17=4, -24,+5 > 44, =-12 > 4,=-3 
c) S, à pour centre Q, (0,0,-3) et de rayon R, = 20 = 2/5 
Soit À 'homothétie de centre M et de rapport k qui envoie S en S, 


=|1 -1 
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Ona: h(S) =S; donne MO, -k MO et R, =|k|R 
2۰/5 =|k| Vs =>|k|=2 donc k=2 ou k=-2 


AL Xu =0 
e Pour k=2 ona: MO, =k MOQO =>+3—)y =-2)Yy ]۸ج ود‎ ۵0 
—3-z,=-2(2-2,,) —3z,, < -1 
هرت‎ Xu =0 
e Pour k=-2 ona: MQ, =k ۵ =a 2 > 4 yy =0 = M (0,0,7) 


—3-z,=2(2-z,,) 2 = 7 
Conclusion : il existe deux homothéties de centre ۱] et de rapport 2 , h, de centre 


M(0,0,7) et de rapport (-2) qui transforment S en S, 
Exercice N93 : 
1°) a) 29x2-13x4=58-52=6 
b) ۰ 29x-13y =29x2 -13x4 < 29(x-2)=13(y-4) 
+13 divise 29(x-2) et 29113=1 divise 6 donc d’après lemme de Gauss 
13 divise (x-2) ainsi x—-2=134 : keZ par suite x=2+13k ;k eZ 
۰ 29(13k)=13(y-4) > 29k=y-4 > y=4+29k ; keZ 
Conclusion: S,,, =1(2+13k,4+29k) ; keZ} 
2°) e29 est un nombre premier et 29 ne divise pas 2 
D'où d’après le petit théorème de Fermat on a : 2%” =1[mod29]|= 2% =1|mod 29] 


Ls = 1[ mod 29| 
© 


2[mod 29] => 2” x2” =2|mod29|] = 2” =2[mod29| = 27 =-2|[mod29]|‏ = و 
=2|mo‏ 


> )-2(” =-2[mod29] =((-2) ý =-2[mod29] = (-8)” =-2[mod 29] 
e Donc -8 est solution de (E') 
3°) a) e Si x, est un multiple de 29 alors x, =0[mod29| donc x, n'est pas solution de (E') 
D'où si x, est solution de (E') alors x, n'est pas multiple de 29 


m x; =1[mod 29] (Petit théorème de Fermat) 
ex, =1[mod29| = ۱ 
29 est un nombre premier 


b) e x, est solution de (E') alors x} =-2[mod29] = (x; | = (2) [mod 29] 
> (x) =(2) [mod29] => x? =-8[mod 29] 
x” =-8[mod29] > x, xx% = -8[mod 29] 
pel ) =1[mod29] < x% =1[mod29] 
c) x est solution de (E') >x=-8[mod29|] => x=-8+29k ;keZ 
Réciproquement : x=-8+29k =>x=-8|mod29] = x” = )-8( [mod 29] 
et -8 est solution de (E') c'est-à-dire (-8) =-2[mod 29] 
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Donc x” =-2|mod29] = x est solution de (E') 
Conclusion : S, ={-8+294 ; k € Z} 
d) (1-3) =-2[mod29] < x-3 est solution de (E') <+ x-3=-8+29k ;keZ 
O x=-54+290k ;keZ > S; =(-5+20k : keZ} 
4%) ۰ (x-3) =-2[mod29] <> x-3=-8[mod29] 
e Ona 13 ne divise pas x-3 donc (1-3) =1[mod13| < x-3=-2|[mod13]| 
pal =-2[mod29] _ مت‎ e 
(1-3) = -2[mod13] x—3=-2|mod13] 


su ner pag 2 
> x-x=-5+29p-1-139 S+0=-6+29p-13q > 29-130 =6 : ),( Z° 
D'où p et q sont solutions de (E). Ainsi: p=2+13k et q=4+29k ; keZ 
Par suite x=-5+4+29(2+13k)=53+377k jk eZ <> رگ‎ =153+377k ; keZ 
Exercice N°4 : 
1°) a) f'(x)= (=) _ >0 , f est continue et strictement croissante sur [0, +| 
2V1-e" 2V1-e” 
et f ([0,+[) = | f(0), timf) =[0,1 =f possède une fonction réciproque g définie sur [0,1] 








2 


b) y e [0, +o] , x € [0,1| ,g(x)=y © f(y)=x © yl-e?=x e l-e” < 
ssel اد‎ eo -y=ln(1-x°) > y =-In(1-x?) > 28 (1) =-In(1-x?) 
0) E > g(x)-x=0 , on pose h(x)=8(x)-x , x € [0,1| , h est continue sur [0,1] 
et A(0,7)xh(0,8)=(—0,0267)x0,222 = -0,0059 < 0 
Donc h(x)=0 (g(x)=x) admet une solution «a e[0.7,0.8] 
d) Voir figure annexe 
2°) a) f est continue sur [0,+00|, g est dérivable sur 1 


et g([0,1[) = [0,+oo| d'où p est dérivable sur [0,1| 


et o'(x)=8(3)1(e(3) 




















۱ 2x 2x* 
Aia TS + 
A ERA 
l+x 1-7 (1+x)(1-x) 
ne 
(1+x)(1-x) 
=a=2 
a b C po 
TUR + ¿e-b=0 ES 
l-x l+x l-x spa 
a+b+c=0 
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c) م‎ (3) 22 ++ & p(x)=-2x+In(1+x)-In(1=x)+cte 
-(0)م‎ f" 'f(x)ax = f f(x)dx > cte=0 donc p(x)=-2x+ ]ها‎ 1) , xe|0,1| 


x) dx (unité d'aire) 





e Par raison de symétrie 
INES - g ) (| ax = 2] (FC - x)dx z 2| ] £(x)dx-aire(0AB) | ; B(a,0) 
e LE dx > l'aire de la partie du plan limitée par (C), l'axe des abscisses et les droites 


OBx AB 
2 





d'équations x=0 et x=a et aire(OAB)= == 


Q 


e On sait que g(a)=a d'où ] 1) f HO (ere À - اک (مم اد‎ 


y3 3 fa n) 3ا‎ 
3% a) j? s, (ar =|: (En (= sr 


2k k 
k 
3 N3 n 
et 2 ا ا‎ AMA > |° 6, )(4 > Lu, 
2k | k k k k.3 1 a k.3 


n n n ¡ES t í 
b) S, (1)=2 ۳۲ الاک‎ | et ۳ j سم‎ Somme de 7 termes d'une suite 
k=1 k=1 k=1 
géométrique de premier terme +” de raison t° 


2n 
Par suite S, )(- 2۸ x (1) =(1-1")g'(t) , n>1 et te[0,1| 








0) o<r< = 0< > > LS 1-۳ <] > ss) 
car g'(x)>0 
D'oú pour تعرس‎ ona: Jess, (1)<g'(1) (*) 


d) On intégrant membre à membre fl A (*) on aura : 


OO (ars f> g'(t)dt © Het N <u, > | e(t) ON 


D'où POP ET 7 اک(‎ 


0 


Sie ja) | وس لیس‎ 


Donc la suite (u,) converge vers In et lim u, - ار‎ 


n—> +0 
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Exercice : (3 points) 
Soient ABC un triangle rectangle en A et A la médiatrice du segment [AB]. 


Répondre par « Vrai » ou « Faux » en justifiant la réponse. 


1) {0 S۸ == 1,0 Sac) 
2) 5 روم‎ © Maz © Sac) = ha,- 


3) Si f est une isométrie fixant les points A et B alors 5 of est une symétrie glissante d'axe A, 


Exercice 2 : (4,5 points) 
Dans le plan P muni d'un repère orthonormé direct R(O,u,v), on considère les points |, C, Det K 
d'affixes respectives 1 + i, 1 + 2 ۱, 2i et 3i. 
1) a) Placer les points |, C, D et K dans le repère R. 

b) Montrer qu'il existe une unique similitude indirecte g qui transforme ۱ en D et D en K. 

c) Déterminer le rapport de ۰ 

d) Déterminer l’image du triangle IDO. 

2) Soit M un point du plan et M' son image par g. 
On désigne par 2 et z'les affixes respectives de Met ۰ 


a) Montrer que Z' = - 5 (1 + ۱ بر‎ 1424 


b) Soit Q le centre de g. Déterminer ۲۵۲۲6 de Q. 

c) Vérifier que K est le milieu du segment [QI]. 

d) Construire alors le centre Q et l'axe A de g. 

3) Soit h = gog. 

a) Montrer que h est une homothétie de rapport A 

b) On considère la suite de points (A, ),.., définie par: A, =! et pour toutne N, A,,, =h(A,). 
Déterminer et construire les points A, ۰ 

c) Soit S, = A,A, + AA, +... + AnA: 


Montrer que la suite (S, ),. , est convergente et déterminer sa limite. 
1/4 
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Exercice 3 : (3 points) 


Une entreprise fabrique des piéces électroniques pour une marque de voitures. Une étude statistique 
a prouvé que 6% des piéces fabriquées sont défectueuses. 


L'unité de contróle rejette 97% des piéces défectueuses et 2% des piéces non défectueuses. 


On choisit une piéce au hasard et on la soumet á un test de contróle. 
On note D : " la pièce est défectueuse." et R : "la pièce est rejetée par l'unité de contrôle." 


1) Traduire la situation par un arbre pondéré de probabilités. 

2) a) Calculer la probabilité que la pièce soit défectueuse et ne soit pas rejetée par l'unité de 
contrôle. 
b) On dit qu'il ya erreur de contrôle lorsque une pièce défectueuse est acceptée ou une pièce 
non défectueuse est rejetée. Calculer la probabilité pour qu'il y ait une erreur de contrôle. 

3) Montrer que la probabilité pour que la pièce soit acceptée est égale à 0,923. 

4) Pour la commercialisation de ses pièces l'entreprise décide de faire passer chaque pièce à 
trois contrôles successifs mais indépendants : 


> Si la pièce est acceptée par les trois contrôles, elle sera commercialisée avec le logo de la 
marque de voiture. 


> Sielle est acceptée uniquement par deux contrôles, elle sera commercialisée sans le logo 
de la marque de voiture. 
> Sielle est acceptée uniquement par un contrôle ou rejetée, elle sera détruite. 
a) Montrer que la probabilité pour que la pièce soit commercialisée sans le logo de la 
marque de voiture est 3x(0,923)*x(0,077). 
b) Déterminer la probabilité pour que la pièce soit détruite. 


Exercice 4 : (4 points) 
Dans l’espace muni d’un repère orthonormé (o, LE k), on considère les plans P; et P2 d'équations 
respectives P, : 3x - 2y - 22 = 1 et P, : 4x - 11۷ + 22 = 0. 
1) a) Montrer que P, et P2 se coupent suivant une droite A. 
b) Donner une représentation paramétrique de A. 


Dans la suite de l’exercice, on se propose de déterminer les points de A à coordonnées 
entières. 


2) On considère dans Z xZ l'équation (E) : 7x - 13۷ = 1. 
Vérifier que (2, 1) est une solution de (E) et résoudre l'équation (E). 
3x-2y-2z=1, 


3) On considère dans Zx Z x Z le système (S) : 
4-171۷ + 2Z =0. 


a) Soit (x, y, 2( ZxZx<Z. 


Tx -13y =1, 
2z = 11y - 4x. 
b) En déduire l'ensemble des points de A à coordonnées entières. 


Montrer que (x, y, z) est solution de (S) si et seulement si | 


2/4 
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Exercice 5 : (5,5 points) 
in 
Soit la fonction g définie sur R par g(x) =e™ si ۷۶۵ et g(0)=0.On désigne par ۶ sa courbe 


représentative dans un repère orthonormé (O, i, j) du plan. 


1) a) Montrer que g est continue sur R. 


b) Etudier la parité de g. interpréter graphiquement le résultat. 





2) a) Calculer im 3 et en déduire que gest dérivable en 0. 
b) Montrer que gest dérivable sur ۲۴" et que g'(x) = gu) , pour tout x z 0. 
X 


c) Dresser le tableau de variation de ۰ 
d) Montrer que و‎ réalise une bijection de [0, + «o| sur [0,1|. 
e) On désigne par g” la fonction réciproque de g, expliciter "و‎ (x) pour tout x ۰ 


3) a) Montrer que ZF admet deux points d'inflexions A et B que l’on déterminera. 
(A désigne le point d'inflexion d'abscisse positive). 


b) En annexe, on a représenté dans le repère (o. i, j) les courbes ۶ et ۶2 8 


respectives y =e*et y = x7, pour tout x e R. 


Construire dans le même repère les points A et B et tracer la courbe 2 


4) Soit f la fonction définie sur ]0, امد‎ par t(x)=g*(x). Justifier que f est croissante sur ]0, +00]. 
5) Soit un entier n > 2. On pose V(n)= Tf f(t) dt. 
a) Interpréter graphiquement V(n). 
b) Montrer que V(n) > ۲ Le f(t) dt. 
c) En déduire que Jim V(n) = +00. 
d) Montrer que V(n)<nrr. 


V(n) 


e) Déterminer lim ——. 
noto n 


3/4 
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Épreuve : Mathématiques - Section : Mathématiques - Session de contróle (2019) 


Annexe à rendre avec la copie 


€ 


Pagg 83 


CORRECTION : EPREUVE MATHEMATIQUES Session de contrôle 2019 BAC MATHS 


Exercice N°1 : 


1 -1 -1 -1 
1°) (t 0 Suo) =(Suo) 0 (te) =Suo باه‎ et رگ‎ ° Suc) =t Car AlI(4C) 





-1 
> (os) (te ° Suo) Sug E gg © وا‎ = EP 
> bre Sa =t? Sao > Vrai 


Ou bien : بسا‎ ۵ =f C SA =t0ot os, = Sac) 


car fi (4)=(4€) 


2) مورک‎ May ° Stao) = Stas) ° Stao) ° haa) = haa) ° han = fa- > Vrai 
3°) f est une isométrie qui fixe 4 et B donc f =idp ou f= رک‎ d'où f` =idp ou f` < اک‎ 


e f=idp=>f"0S,of=S, 


AB) 


(AB) LA idp 


1 اسم جام‎ 
> Saz) fo [ه‎ = sn 5, ° SaB) Ñ Saz) 9 وگ < ,05 روگ‎ 


Donc fS, f < ٩, > Faux 


Exercice N°2: 
1°) a) figure 1 

b) IxD et DzK donc il existe une similitude indirecte e qui transforme I en Det D en K 
DK _ اهتی2|‎  Bi-2 |] _ 1 V2 
ID وتا‎ 2 |[2i-1-4] |-1+1 V2 2 
d) IDO est un triangle rectangle et isocèle en I, on sait que g(I) =D et g(D)=K 
> g(IDO) = DKg(O)est un triangle rectangle et isocèle indirecte en D d’où g(IDO) = DKC 


2°) a) g(M)=M'>z'=az+b , ona g(IDO)=DKC donc g(0)=C—=b=1+2i 





c) Soit k le rapport de ۶ ona: k= 








۱ jsi i 
g(D)=K= 3 = 0727 +b>3¡=-2ia+1+2i=>-1+i=-2ia > a = ~ 
—Zl 
Donc 2 - (1+i)7 +142 Q . 
b) Ph. 


۱-0 


° axb+b=->(1+i)(1-2i)+1+2i 


e 1-la? =1- 





=> (145) 


il en résulte que z, = —-1+ 5i 





>K est le milieu de segment [OI] 





d) L axe de g porte la bissectrice intérieur 
de l'angle IOD 
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forme réduite idp 


3% a) g=h S, =S, oh h S, oS, oh h (h' homothétie) 
a =|' O =S oh! > و هو‎ < oS, وه‎ oh' = ۱ ا.*‎ 6 
` 4 ° 69 °` چ ۰ “چ‎ ea 

b) A, =1= A, =h(A,)=h(1)=> 2۸ => Î =A, =K 


A, =h(A,)=h(K)> QA, -0K > A, est le milieu du segment [QK] 


- 1— 1 
c) A, =h(A,) et A, =h(A,)>A,A, = AA, کت‎ = ^A, 


2 
A,=h(A,) et A¿=h(A,)>A,A, = BA, >A,A, = A A, = (3) A,A, 


3 
کا(‎ 
A;=h(A,) et A, =h(A;) ۸۵, =; AA = À A, = AA = (3) À À, 


1-1 
En général: A, „A, = (3) AJA, 


1-1 
SAGAS EASA EAA EEA A. SAA, + AA: + ..+(3) AJA, 





1 n 
1 py (3 
مه مس‎ = IK > lim S, =2xIK = 245 
= n—> +0 


Exercice N°3 : 
1°) 2°) a) p( DNR) 0, 060,03 = 0,0018 


b) p(DAR)+p(DAR) 
= 0,94 x 0,02 + 0,0018 = 0,0206 
3°) p(R})=p(DNR)+p(DNR) 


= 0,94 x 0,98 +0,0018 = 0,923 





4°) Soit X lalea numérique qui pour valeur le nombre de fois où la pièce est accepter au cours de 


trois contrôles 
X suit une loi binomiale de paramètre p = 0,923 et n =3 


p(X=*)=C*(0,923)x(0,077)* avec k e(0,1,2,3) 
a) p,=p(X=2)=C?(0,923) x(0,077) =3(0,923) (0,077) 
b) p, =p(X=1)+ p(X =0)=C; (0,923) x (0,077) +C3((0,923)'x0, 077) 


= 3(0,923)x(0,077) +(0,077) =0,0169 
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Exercice N°4 : 


3 4 
1°) a) Np E N, -11 | et > P et P sont sécants 
—2 
3x-2y-2z=1 
4Ax-1ly+2z=0 
2°) e 7x2-13x1=14-13=1 
e 7x-13y=7x2-13x1097(x-2)=13(y-1) 
< 13 divise 7(x-2) et 7113=1 donc lemme de Gauss 
13 divise (x-2) Ainsi x-2=13k ; keZ par suite x=2+13k ;keZ 
* 7.(13k)=13(y-1)©7k=y-1& y=1+7k ;keZ 
Conclusion : S,,, =4(2+13k,14+7k) ;k eZ} 
3% a) E VANA cr oia 
Ax-1ly+2z=0 (2) >2z =-4x+11ly 2z=-4Ax+lly 
7x-13y=1 rd … ANS 
22+4x-1ly=0 22+4x-1ly=0 
(ou bien par équivalence) 


)1(+ )2( > 71-13y=1 


b) M(x,y, A © 
Ae | و2‎ =-4t+11ly 


<> pour كت‎ 


Réciproquement ۰ > 
22 < -4( +117 


Tx-13y=1 
2z=-4Ax+lly 
Donc M(15+26p,8+14p,14+25p) ; p € Z’ 


50) | ب‎ x=2+13k ; y =1+7k et2z=3+25k ;k=2p+1,peZ 


Exercice N°5 : 
1°)a) e xm u(x) => est continue sur R* et u(¡R*)=]-<0,0| 
X 
x> v(x)=e* est continue sur R en particulier sur |-,0| d'où g =vou est continue 
sur R* 


e ]و‎ => =-w et lim æ =0 => limg(x) =0=g(0) donc est continue en 0 
x—> X X—>—00 × 


g est continue sur R* et en 0 d’où elle est continue sur R 
b)xeR,-xeR et g(-x)=g(x)= و‎ est paire 


Donc la courbe ¢ de g admet (O, j) comme axe de symétrie 


1 1 1 
2”) a) On pose X => = سال = ې ج‎ , X >-00 lorsque x > 0* 
X X X 











1 X 
2x D 
im [ 62) — |= lim | |= lim (V-xe* )=0= g, (0)=0 
x>0* X x>0* xX X>-0 X>-0 
K 
& admet une demi-tangente horizontale au point O par raison de symétrie ( g est paire) 


g'(0)=0 
D'où g est dérivable en O 
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b) e xm u(x)=- = est dérivable sur R* et u(R*)=]-<0, 0| 
X 
x> v(x) =e" est dérivable sur R en particulier sur |-c,0[ d'où g est dérivable sur R* 








e pour tout x #0 on a: e()=[- = 3 ۱ 

c) g est paire > on étudie g sur [0,+o| , g'(x)>0 

۱ 1 ۳ ۱ 

lim (-5)-0 et lime =1> lim g(x)=1 

d) g est continue et strictement croissante sur 0, +f 
et f ([0,+2[)=| £(0),lim£| -]0.1] 


> g réalise une bijection de [0,+00| sur [0,1] 





1 


e) y e ممب,0[‎ ,x 0,1] yo gly)oroe "oro E 
y 








۳ ۳ ا‎ 5 Alare 
A? or g (x)=ye]0,+0| et g(0)=0=3 g (0)=0 
1 


2 1n x 





D'où Vxe[0,1[: g”(x)=,|- 


x'g'(x)-3x"g(x) _ Y A E g(x)(1-3x°) 


3”) a) Pour tout xx0 ona: g"(x)= ۱ 
X X X 


Le signe de g"(x) est celui de (1-3x°) , on a 1-3x° -0 ج = ج‎ ou x = — 


s|- 


g"(x) s'annule deux fois et change de 
signe donc ¢ admet deux points 


۱ a 1 = 
d'inflexions 4| —=,e ? | et B| -—,e 2 
۳ ۱ ۱ V3 | 


b) 
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4°) e امد‎ , f(x)=g(x 5 )=2g'(x)g(x)20=f est croissante sur [0, +00] 
5°) a) V (n = | f( )dt=1| g ) dt = comme g est continue et positive sur [0,7] 


Alors : V (n ) est le >. unité de volume) engendré par rotation de la courbe ¢ au 
tour de axe des abscisses 


b) 7) 1 (1) t) di - af 1 (1) f)dt =7 I (+ ] e (ar) = af t t)dt >0 


(n )> | ۶ £) dt 
c) e f est croissante sur [0, +oo| ; ¿> Un > (1) > (Nn) => rf -f( (t)dt> 7 f (Nn) f1 dt 
>V (n)2 7 f (Nn )(n =n) > V (n) > zn f (Nn )( Nn -1) 
e lim g(x)=1> lim f (Nn) =1> lim zn f (Ya) (Nn =1) = +00 > lim ۲ (n) = +00 


d) Pour tout réel t de [0,+o| , g(1)<1=>£f(t sim], t) dt > nf 1 dt 
>7 (n) > r (n =n) < zn 
e) (Vi) n) < msm) < 


CA 
lim rf (Nn) 7 ==> lim y(n) 7 


n—>+00 
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۲ ر‎ RR y 
REPUBLIQUE TUNISIENNE Session principale 


MINISTERE DE L'EDUCATION Epreuve : 
cesee Mathématiques 
EXAMEN DU BACCALAUREAT 
SESSION 2018 





Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 à 6/6. 
Les pages 5/6 et 6/6 sont à rendre avec la copie. 


Exercice 1 (5 points) 


Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, 
۰ DBC est un triangle rectangle en D tel que 


CRE [21] et DB=2DC; 


e le point H est le milieu du segment DB! : 


e le point | est le projeté orthogonal du point H sur 
la droite (BC): 


e le point E est le milieu du segment ID : 
e les droites (IH) et (CD) se coupent au point A. 





1) Soit R la rotation de centre H et d'angle 3 


a) Calculer tanCBD. En déduire que 


b) Montrer alors que R({I)=E. 
2) Soit h l'homothétie de centre D et de rapport 2. On pose f=hoR. 
a) Déterminer f(H). 
b) Montrer que f(1)=1. 
c) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f. 
d) Montrer que f(C)=A. 
3) a) La droite (CH) coupe la droite (AB) en un point F. 


Justifier que les points B, |, Het F sont sur le cercle de diamètre BH]. 
هس‎ A مس‎ TT 
En déduire que iÑ | me (21). 


b) Montrer alors que l'image par f de la droite (ID) est la droite (IF). 
c) La droite (ID) coupe les droites (CF) et (AB) respectivement en Jet Q . Montrer que f(J)=F, 
d) Montrer que f(F)=1?. 
4) Montrer que le triangle CAG est rectangle. 
1/6 
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Exercice 2 (3 points) 


Soit 6 un réel non nul. 
Dans la figure 1 de l’annexe jointe, 


e (Ou, v] est un repére orthonormé direct ; 


e Æ est le cercle de centre O et de rayon 1; 


+ E est le point de ۶ tel que هن‎ 





e FetG sont les points d'affixes, respectives, —1 et 1+2 ; 
e T est le demi-cercle de diamètre [FG|; 


e D est le point d'intersection de ۷۵ [O,v | 


1) a) Vérifier que OD? = 1 + 2. 


b) Soit A le point d'affixe ر2‎ =! y 1-2 e". Vérifier que z, =0D e ۱ 2. Construire alors le point A. 


2 . i 
2) On considère, dans €, l'équation (E): 2° + = e" z 4e*" =0. 


a) Vérifier que Za est une solution de l'équation (E). 


b) On désigne par B le point d'affixe Zg, où Zg est la deuxième solution de (E). 
j 


Déterminer Zg. 
3) a) Montrer que les points O,A et B sont alignés. 


b) Placer le point C d'affixe Zg =OD اج‎ 
Aff (AC) 2 


c) Montrer que سس‎ == IHi}: 
Af[AB) 2 





En déduire que le triangle ABC est isocèle et que AB 2 = | 27 | 


d) Construire alors le point B. 


Exercice 3 (7 points) 
| | ۹ ۱ fíx)=xInx six >0, 
A) On considère la fonction ۲ définie sur [0,4 od par (0) 0 


On note (C,) sa courbe représentative dans un repère orthonormé | 0,1, j | 


1) a) Vérifier que f est continue à droite en 0. 
b) Etudier la dérivabilité de ۲ à droite en O. Interpréter graphiquement. 


c) Dresser le tableau de variation de f. 
2) Dans la Figure 2 de l'annexe jointe, on a tracé dans un repère orthonormé (0.i. j | la courbe ۲ 


de la fonction X= e” et les droites A et A' d'équations respectives y=x et y=-x. 
a) Construire les points A et B de )6,( d'abscisses respectives e et k 
b) Déterminer la position relative de (C;) et A puis la position relative de (C;) et ۰ 


c) Tracer la courbe (C+ ). 
2/6 
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3) Soit S la partie du plan limitée par la courbe (Cy) et les droites A et A”. 


Montrer que l'aire de la partie S est égale à A e`- 3) 


B) Soit n un entier naturel. 
1 1 
On pose u, = || Ve dt et v,= f te f(t) dt. 
e - e 
1) a) Montrer que U, >0. 
b) Montrer que 0 < U, < L En déduire lim U,. 
n + ۲۱+ 


c) Montrer que U,,, = € (n+1ju,. 


n+1 


d) Montrer alors que lim (n + 1) u, =e. 


2) a) Montrer que - 1 < v, > 0. Déterminer alors lim v,- 
e مرو‎ 
b) Vérifier que pour tout te 0,+ امد‎ , f(t) = tf'(t)-t. 


n+1 t 


۱ 
Montrer alors que V, = | t a f'(t) dt — Uns 


e 


; e ; ; e 
c) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que (n + 2۷ = — 5 -Vne 7 Upit 
e 


d) Montrer alors que lim (n4 2] v, = 0. 
N 


1 اس‎ o Y 
3) a) Montrer qu'il existe un seul réel a, appartenant à l'intervalle | tel que ۲۱,۱ = a 
n 


n 


b) Montrer que lim A. 0 


c) Déterminer lim û, 
ربمم‎ 


Exercice 4 (5 points) 


A) Soit q un entier naturel. 
1) Montrer que q? est impair si et seulement si q est impair. 


2) Montrer que si q est impair alors q = [ mod 8). 

B) On se propose de déterminer l'ensemble A des triplets d'entiers naturels non nuls (m, n, q) 
tels que 2°" + 3%" = gf. 

1) Vérifier que le triplet ( 2,1,5 ۱ est un élément de A. 


Dans la suite de l'exercice on suppose que (m, n, q) est un élément de A. 
2) a) Montrer que q est impair. 


b) Montrer que q 3°" =0( mod 8). 
c) Montrer alors que m est différent de 1. 
3/6 
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3) On suppose que m > 2. 
a) Justifier que les entiers (q-3") et (q+ 3" }sont pairs. 
b) Soit d — (a-3"}A{a+3") 
Montrer que d divise 2q et que d divise 2%", En déduire que d = 2. 
c) Montrer que q-3"=2 et que q+3”=2*”". 
En déduire que q = 2°"? +1 etque 3-2 °-1, 
4) Déterminer n et q lorsque m = 2. 
5) On suppose que m > 3. 


a) Montrer que 3° 2-1) mod 16 (۰ 


b) Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel k, les restes possibles de < à dans la division 
euclidienne par 16. 
c) En déduire qu'il n'existe pas de triplets (m,n,q) éléments de l'ensemble A tels que m > 3. 


6) Déterminer l'ensemble A. 


4/6 
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Figure 1 
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Figure 2 


6/6 
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y FE ; A 
REPUBLIQUE TUNISIENNE Session de contrôle 


MINISTERE DE L'EDUCATION Section : 
TITI) “Hathématic 
EXAMEN DU BACCALAUREAT 


SESSION 2015 





Le sujet comporte sept pages numérotées de 1/7 á 7/7. 
Les pages 5/7, 6/7 et 7/7 sont à rendre avec la copie. 


Exercice 1 (5 points) 


Le plan est orienté. Dans la Figure 1 de l'annexe jointe, 
و‎ À سب‎ Te 
e ABC est un triangle équilatéral direct tel que [asac] = 512r] 


e Æ, est le cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre ; 
e | est le milieu du segment [BC] ; 
e AICD est un rectangle direct. 
1) Soit f le déplacement tel que f(A)=C 4 f(B)-A 
Montrer que f est une rotation dont on précisera son centre et une mesure de son angle. 
2) Soit و‎ l'antidéplacement tel que 9(A)=C el g(B) =A 
a) Justifier que g est une symétrie glissante. 
b) Montrer que g = tz; o SA, où A est la médiatrice du segment Al. 
3) Soit h l'homothétie de centre A et telle que h(O)=1. On pose y =gohof. 
a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de rapport > 
b) Montrer que y(B)=C et ¿(O)=D. 
4) Soit EC). 


a) Montrer que le triangle DCE est isocèle en D. 


=P‏ سس ناور 
b) Justifier que 6.5€) =- = lên‏ 


c) Construire alors le point E. 
d) Soit Q le centre de ۰ 


Montrer que NB = s BE. Construire le point ۰ 


5 
5) On pose #2 )ما‎ E). 


Le cercle #2 coupe le cercle %, au point c et en un autre point M. On pose N=(M. 


Montrer que les points O, B et M sont alignés. Construire alors le point N. 


1/7 
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Exercice 2 (3 points) 


Une urne contient six pièces de monnaie : 
e quatre pièces sont équilibrées ; 
e les deux autres pièces sont truquées de façon que la probabilité d'obtenir « FACE » est égale 
ne 
3 
On tire, au hasard, une pièce de l'urne et on effectue n lancers successifs de cette pièce, n> 1. 
On considère les événements suivants : 
e E : » la pièce tirée est équilibrée ». 
e F_ : « on obtient FACE pour les n lancers». 


1) a) Déterminer p(E) p(F,/E) et p(F,/E). 
9 
= 


| n-1 n 
2) Montrer que او(«‎ + 9 ۱ 


3) Soit X, la variable aléatoire définie de la manière suivante : 


b) Montrer que p(F, )= 


Xp=n si F, est réalisé, 
Xn=0 sinon. 
a) Donner la loi de probabilité de ۰ 
b) Déterminer l'espérance mathématique de Xp. 
c) Dans la figure ci-dessous, 
۰ (Oi, 1 est un repére orthonormé du plan, 


+ (C) est la courbe représentative de la fonction f définie sur |0, + امه‎ 


۳۳ dE nE | 


e (C') est la courbe représentative de la fonction dérivée f' de f, 





e la courbe (C') coupe l'axe (oi en un seul point d'abscisse Xo, 


e (T) est la droite d'équation y= f (xg). 


j (0) 
(T) 


Exploiter le graphique pour déterminer l'entier naturel n pour lequel l'espérance mathématique E (Xr ) 
est maximale. 


2/7 
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Exercice 3 (7 points) 
1) Soit g la fonction définie sur |0,+x{ par g(x) = 1-x +xInx. 

a) Etudier les variations de Q. 

b) En déduire que pour tout ۷ 0مد,0 ۱ ع‎ , 1-1 >X. 

3 1 
۱ id (x)= سس‎ 
2) Soit f la fonction définie sur | + col par 1 ۷ 
f(0)=1. 


six > 0, 


On note (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (o, , 3). 


a) Montrer que f est continue à droite en 0 


fíx)-1 
b) Montrer que lim imi = +. ۱0۱6۲۵۲۵۱6۶۲6 
۷۰۰0 


c) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement. 
1+ Inx 
) 1-۷ ۱0۷ | ۱ 





3) a) Montrer pour tout x€ |0,+oo[, f'{x)= - 


b) Dresser le tableau de variation de f. 
4) Dans la figure 2 de l'annexe jointe, on a tracé dans un repère orthonormé (0 i : j | les courbes 
(C) et (C2) des fonctions définies sur |0, boo | respectivement par x= Inx et x: H 
| | 8 
: ; ; ; 1 i TER ۰ 1 
a) Construire le point A de (C4) d'abscisse — et le point B de (C2) d'abscisse 1 - = 
e 


En déduire une construction du point C de (Cf) d'abscisse =. 


b) Déduire de la question 1) b) que pour tout x ,اج +,۱0ع‎ f(x) < 


x | ¬ 


Déterminer alors la position relative de (Cf) et (O). 


c) Tracer la courbe (Cf). 


5) On considère la fonction F définie sur [1,+ oc] par F(x)= | 3 (t) dt. 
1 


a) Montrer que pour tout te 1,+x |, TETT < f(t). 


b) Montrer alors que pour tout x € 1,+ xl, Inft+Inx)< F(x) < Inx. 


F(x) 


c) Déterminer lim F(x) et lim ——. 
0 -- ¥ br KX fx E 
6) Soit n un entier naturel non nul. 
a) Montrer que la fonction h: x»->x—F(x) est une bijection de [1,+00| sur [1,+0c]. 


b) En déduire que l'équation h(x) =N admet dans 14, +۵ une seule solution ۰ 


c) Montrer que lim o, = + oo. 
Sa 


” O 
d) Vérifier que زا‎ F( (به‎ Déterminer alors DE 


O, 
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Exercice 4 (5 points) 
1) On considère, dans C, l'équation (E): z“ —(1+i)z — i=0. 
Résoudre l'équation (E). On note z, et z}, les solutions de (E). 
2) Dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct (o, u, v) on désigne par A, B, M, et M, les 
points d'affixes respectives 1, i, 2, et z,. 
Soit z un nombre complexe distinct de 1, i, z, et 2. 
2+1 


On note Met M! les points d'affixes respectives z el Z' = a 


Justifier que les points M et M' sont distincts. 
Dans la suite de l'exercice on prend Z = ¡+ 2e", où à est un réel. 
3) a) Montrer que M décrit le cercle ۲ de centre B et de rayon 2. 


b) Montrer que z' = 1 4 a": 


E و‎ 
c) Montrer que AM'=1 et que ۷ - 2-0 [25]. 








d) Déterminer l'ensemble des points M' lorsque le point M décrit le cercle T. 
4) Soit P le milieu du segment IMM'| et Zp son affixe. 
۳ 
On désigne par Q le point d'affixe z q = € * Zp. 
و2 + زب‎ 418 


a) Vérifier que Zp — > 


۳ = | 
Y‏ ی - 4 او 2 + 2 


b) En déduire que 2 j= سس‎ 


A V2 e. 9 | à 
0 اسف‎ + i| — + -—Ssin| 4=>—| 1. 
4 2 2 4 


5) a) Montrer que lorsque le point M varie sur le cercle 1, le point Q varie sur l'ellipse £ 0 


ff 
2 


1 
c) Montrer alors que z q = 7 COR 





FE 


9l 





b) Dans la figure 3 de l’annexe jointe, on a tracé dans le repère (o, U, v) le cercle I, l'ellipse £, 


et on a placé un point M sur le cercle ۲ tel que ۳ | sn) = 0 [27]. Construire les points M' et Q. 
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Les pages 5/6 et 6/6 sont á rendre avec la copie. 
Exercice 1 (5 points) 


Le plan est orienté. 


Dans la figure 1 de l’annexe 1 jointe. 


EEE NA 
ABC est un triangle équilatéral tel que E BA) = 2271 


met ones 
Q est un point intérieur au triangle ABC tel que G هه‎ - zl27]. 
| et J sont les projetés orthogonaux de Q respectivement sur les droites (AB) et (AC), 


D est le point de la droite (AC) tel que DA = DQ. 


1 


ni ن ا‎ 
1) Montrer que [a a| = 221 


2( Soit R = S(0D) 0 Say 


a) Justifier que R est la rotation de centre Q et d'angle a 


b) Soit F = R(J). 
Montrer que F est un point de la demi-droite [Q1). Construire le point F. 
3) Soit h l'homothétie de centre Q et telle que h(F)=1 On pose f=hoR. 
a) Vérifier que f(J) =| 
b) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre et ۰ 


c) Calculer e et اف‎ On donne sn[ 5 BA 
QA OJ 2/2 


12 
En déduire que le rapport de f est égal à 1+ V3. 
4) Soit و‎ la similitude indirecte de centre Q telle que g(J) =! 

a) Montrer que g=f O Slos) 

b} Déterminer le rapport de g. 

c) Montrer que l'axe de و‎ est la droite (QD). 

d) Montrer que g=h o 5)60( 

e) La droite (QD) coupe la droite (BC) en un point K. On pose K' =g(K). 


Vérifier que h(K) = K'. Construire alors le point K'. 
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Exercice 2 (3,5 points) 


L'espace est orienté. 


Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d'arréte 1. F 
(A, AB, AD, AE) est un repère orthonormé direct de l'espace. 
1) a) Montrer que EC a ED = AH 


5 


b) Montrer que l'aire du triangle ECD est égale à سود‎ 


c) Calculer le volume du tétraèdre ۰ 


2) Soit h l'homothétie de centre A et de rapport = B 





On pose M =h(D). 

a) Le plan passant par M et parallèle au plan (DCG) coupe les segments [AC] et [AG] 
respectivement en N et P. Montrer que h(C)=N et h{G)=P. 

b) Le plan passant par M et parallèle au plan (ECD) coupe la droite (AE) en un point K. 


Calculer le volume du tétraèdre AKNM. 


3) Soit (S) la sphère de centre le point | ۳ 5) et de rayon R ا‎ 


a) Montrer que la sphère (S) coupe le plan (DCG) suivant un cercle dont on précisera le centre 
et le rayon. 


b) Soit (S') l'image de la sphère (S) par 'homothétie h. 


Montrer que (S') coupe le plan (MNP) suivant un cercle dont on précisera le centre et le rayon. 


Exercice 3 (4 points) 


1) Soit x un entier non nul premier avec 53. 
a) Déterminer le reste modulo 53 de x52 


b) En déduire que pour tout entier naturel k, += x (mod 53). 
2) Soit l'équation (E): ۶ = 2 (mod 53), où x eZ. 

Montrer que 2° est une solution de (E;). 
3) Soit x une solution de l'équation (E4). 


a) Montrer que x est premier avec 53. 


b) Montrer que x°°1= x (mod 53). 


c) En déduire que x = 2° (mod 53). 
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4) a) Montrer que 2° = 35 (mod 53). 

b) Donner alors l'ensemble des solutions dans Z de l'équation (E4). 
5) On considère dans ZxZ l'équation (E2): 71u-53 v = 1. 

a) Vérifier que (3, 4) est une solution de l'équation (E2). 

b) Résoudre dans ZxZ l'équation (E2). 


x = 34 (mod 71) 


6) Résoudre dans Z le système 20 
۶۰ =2 (mod 53) 


Exercice 4 (7,5 points) 
Soit f la fonction définie sur [0,+o[ par f(x)=Ve* -1. 


On note (C;) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (o, i j) 


f 
1) Déterminer lim f(x) et lim Al interpréter graphiquement. 
X —> +00 


X> +00 


2) a) Montrer que lim 0) = +00, Interpréter graphiquement. 
x—>0* 


X 
€ 
b) Montrer que pour tout x e JO, +o, f'(x) = — == . 
Zet 1 
c) Dresser le tableau de variation de f. 


d) En déduire que e*-1 < ولد‎ -1 , si et seulement si, x<in(2). 
3) Montrer que le point B(In2 , 1) est un point d'inflexion de (Cr). 


4) Dans la figure 2 de l’annexe 2 jointe, on a tracé dans le repère (0 i 0 la courbe ۲ de 


la fonction x : > e*-1. 


a) Etudier la position relative de (Cf) par rapport à T. 


b) Tracer la courbe (C;). 


5) Soit g la fonction définie sur joz | par g(x) = tan(x). 


a) Montrer que g réalise une bijection de CE | sur [O, + آمه‎ On note g” sa fonction réciproque. 


b) Calculer اه )0()* و)‎ (91). 
1 
1+x 





c) Montrer que g` est dérivable sur [0,+o| et que (9) (x) = —. 


A 
d} Montrer que lim 9 © =L 
x40 X 
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6) On pose pour tout x e [0,+o[, F(x) = 0 dt et G(x)=2{ f(x) - (g'of}(x) ) 
a) Montrer que pour tout x e JO, +o, F'(x) =G'(x). 
b) En déduire que pour tout xe[0,+[, F(x) = G(X). 
c) Soit A l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cr), la courbe ۲ et les droites 
d'équations x=0 et x=In2. Montrer que A =1+1n2- > 
7) Soit n un entier naturel tel que n > 2. 
On désigne par f, la fonction définie sur [In(n), +f par fo (x)= Ve* —n. 


On note (Ch) sa courbe représentative dans le repère orthonormé (0, i j). 





a) Soit G, la fonction définie sur | In(n), +| par G,(x)= 2 (x) - Jn g غ‎ 


2 
Montrer que pour tout x e | In(n),+| ,  G,;(x) = | jf (t) dt. 
۱۳۳ 


b) Vérifier que pour tout x > In (n), Ve* -n < ve*-1. 
En déduire que pour tout x>In(n), f(x) < e*-1. 
c) Soit À, l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Ch). la courbe ۲ et les droites 


d'équations x=In(n) et x=In(n+1). Montrer que A, =2 Vn هجو‎ 


Jn n+1 


d) Déterminer lim A. 
N +00 
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Corrigé de l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 


Session principale 2017 Section : Mathématiques 
Exercice 1 


E CEEE IN ATAN‏ ا 
(QJ, QD) = (OJ, QA)+(QA, QD)[21].‏ )1 
و کے 
AQJ est un triangle rectangle en J tel que (AQ, AJ) = [27]‏ 


sn A + — T T‏ تسم ا 
Alors (QJ, OA) = (JA, JQ)- (AQ , AJ)[21.] = [27]‏ 


A 
DAQ est un triangle isocèle (direct) en D tel que (AQ, AD) = (AG, AJ) ) [211] = 75 ]27[ 
Alors (0D, QA) = (AS, AJ)[2r] = [27] Par la suite (QJ, 00) ta = [27] 
2) a) Rest la composée de deux symétries orthogonales d'axes من‎ cr Q 


Ne = 
Donc R est la rotation de centre Q d'angle s car 2(QJ,QD)= [2x | 


7 27 
-|27| 2 —|2 
-]2۳[ - > [21] 
(OF, QI) = (OF, QJ)+(QJ, , o) 2r] = = -2 [27] = 0[2r| donc Fe[Ql) 
3) a) f(J) = hoR(J) = h(F) =} 
b) f est la composée d'une homothétie et d'un déplacement donc f est une similitude directe 
(Q)=hoR(Q)=h(Q)=Q. Alors Q est le centre de f. 


RUN 
f(J)=let (QJ, Ol) = 2۳ [27] donc f est d'angle a 
Remarques : 


Ae E E 
b) F=R(J) donc(QJ, OF) = e de plus (QJ, QI) = PE 


* f=hoR donc l'angle de f est celui de R car le rapport de h est positif car h(F)=letFe OI) 
* h et R ont le même centre Q alors Q est le centre 06 f = h oR. 


c) Le triangle “Al est rectangle et isocèle enl , e sin! T | - V2 
OA 4 2 
Le triangle OJA est rectangle en J etQAJ =. donc OA _ 1 5 2/2 


QJ sin E ۷3 -1 


N 


QJ OA QJ 


«f(J) =I. Donc le rapport de f est égal à Le Ol GA _ E 
4)a)- و‎ est une similitude indirecte telle que g(Q) = ©2 et g(J) =1. 


SAS 3 +1.‏ بسح 
V3 -1 a 1‏ 
efo Sa) est la composée d'une similitude directe et d'un antidéplacement( Sa) )‏ 


donc f o Sa) est une similitude indirecte. (Sto, est une similitude indirecte) 
On vérifie facilement que f o Sq) (2) = 2 et f o Soy (J) =| 


Ainsi g et f o Síos) sont deux similitudes indirectes qui coincident en deux points 
distincts donc g=f o S(oy) 


b).Méthodel: g=f o S(aJ) et S(aJ) est une similitude indirecte de rapport 1. 
Donc le rapport de g est celui de f c'est à dire er 


«Méthode2: g(J) =| alors le rapport de و‎ est © 22 =4/3+1. 
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A 
C) g(J) =| donc l'axe de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de l'angle IQJ. 
Ne TEA A A 
Or a , QD |=| OD, Ol |[2x| alors la droite (QD) porte la bissectrice intérieure de l'angle ۰ 


Ainsi l'axe de g est la droite (QD). 
d) g est la similitude indirecte de centre Q, de rapport V3 +1et d'axe (QD) donc la forme 
réduite de g est g = Yo, V3:1) O S/(0D) = S(aD) Ao, 3+1) 


h est l'homothétie de centre Q, de rapport = = = = 43 +1. Donc 0 =h o S(0D) 
Oubien:g=f O S(0J) =hoRoS (py) 2005 (an 05 (دم)95(رم)‎ = hoS (op) 
e) K est un point de l'axe de و‎ donc K'=g(K)=h o S(aD) (K)=h(K). 
*h(K)=K eth (F) = | 
* Le point K’ est donc le point d'intersection de la droite (OK) avec la droite passant pat | et 


parallèle ã la droite (FK). 





Exercice 2 
1 0 0 0 

1) a) EC 1 |; ED| 1 | d'où ECAED|1|or AH|1|donc EC À ED = AH. 
—1 —1 1 1 


b) L'aire du triangle ECD est égale à : ES ^ ED tan. 


c) Le volume du tétraèdre AECD est: v = E AED) EA. Avec EA| 0 |, On trouve ۷ = = 
—1 
2) a). Ce(AC)A(DCG) d'où h(C)eh(AC)Ah(DCG). 
h(AC) = (AC) car le centre de h appartient à (AC) et h(DCG) est le plan passant 
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par M et parallèle au plan (DCG). 
Comme (AC)Ah(DCG)=(N; alors h(C) =N. 
۰ C e (AG) n (DCG) d'où h(G) e h(AG)Ah(DCG). 
h(AG)=(AG) et (AG)Ah(DCG)=(¿P| alors h(G) =P. 
b) h(E) est le point d'intersection du plan h(ECD) avec la droite (AE)= h(AE). Donc h(E) = K. 
(h(ECD) est le plan parallèle a (ECD) et passant par M). 


Ainsi l'image par h du tétraèdre AECD est le tétraèdre AKMN. 
3 
Par la suite V(AKMN) (3) X à 


3) a) Méthode 1 : une équation du plan (DCG) est ۷ -1=0 d'où d(1,(DCG)) => , 
par conséquent : le plan (DCG) coupe la sphère (S) suivant un cercle (C) de rayon 


۲ = |R? - d(l,(DCG)) = 3_1_V2 
4 4 2 
Le centre de (C) est le point H du plan (DCG) vérifiant IH = aAD, ae R. 


(Le vecteur AD est normal au plan (DCG) ). On trouveH| 4. 1, 5) 
Méthode 2 : Remarquons que les points D, C et G (qui ne sont pas alignés) appartiennent a 
(S), alors le plan (DCG) coupe la sphère (S) suivant le cercle (C) circonscrit au triangle DCG 


(qui est rectangle en C). Le centre du cercle (C) est donc le milieu du segment [DG] 


c'est-à-dire le point de coordonnées (5, 3) et le rayon de (C) est = = o 
b) h(S) = (S'), h(DCG) = (MNP) et (S)N (DCG) = (C). 

Donc le plan (MNP) coupe la sphère (S”) suivant le cercle (C°) = h(C). 

(C”) est un cercle de centre le point H’ = h(H) et de rayon R’ = SR = ۳ 


On trouve a 


Exercice 3 
1) a) 53 est premier et x est un nombre premier avec 53 donc d’après Fermat : 
> = 1(mod53). Le reste modulo 53 de x°? est égal a 1. 


k 


b) Soit k un entier naturel, on écrit x°2K+1 = (x52) .X 


Comme ۶ = 1(mod53) alors (+1 2 x (mod 53). 


29 
2) (2) = 29*29 et 929 =261=1+52x5 . Comme 2 est premier avec 53, 


29 
alors d'apres 1)b) (2°) = 2(mod53) d'où 2% est solution de l'équation (E4). 
3) a) Soit 0 < 3۰ 
d divise x donc d divise x et d divise 53 donc d divise 2. Car 729 = 2 (mod 53). 


( > = 2 (mod 53) alors il existe p e Z tel que ۲ = 2 +530 c'est a dire x2° —53p =2) 
Donc d = 1 ou d = 2. Comme 2 ne divise pas 53 alors d = 1. 
3 
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b) x une solution de l'équation (E). D'apres 3)a) x est premier avec 53. 


261= 5x 52 + 1 donc x= x (mod 53) d'aprés 1) b). 


9 
c)x est une solution de (E, ) alors x2 =2 (mod 53) d'ou (x29) = 2° (mod 53). (1) 


Or 29 x9 = 261 donc (x? 1 = x29(mod53). D'aprés : 3)b) 2۵1 = x(mod 53). (II) 
(let (II) donnent x= 2° (mod 53). 
4) a)2? - 512 = 9x 53 + 35 d'où 2” =35(mod53) 
b) Si x est une solution de (E4) alors x = 29 (mod 53), d'aprés 3)c) 


29 
+ Si x=2° (mod 53) alors x7 =(29]” (mod 53) 


et comme (2° ۳ < 2 (mod 53) [car 2° solution de (E4) Jalors x2 =2 (mod 53). 
D'ou x solution de (E4). 
Conclusion: x solution de (E4)  x=2° (mod 53). 
Or 2° = 35(mod53) d'aprés 4)a), d'où les solutions de l'équation (E4) 
sont les entiers 53k +35 avec k e Z. 
5) a) 71 x 3 - 53 x 4 = 213 - 212 =1 donc (3, 4) solution de (E, ). 
b) Soit (u,v) une solution de(E,) 
Des égalités: 711-53 v = 1et71x3-53x4= 1 on déduit que 71 (u-3)= 53 (v-4) 
Comme 71 153=1 alors il existe k e Z tel que ۷ - 4 = 71k (lemme de Gauss) 
Ainsi S,,, c { (u,4+71k), (uk)e7? | 
° Soit (u, k) ed, 
(u, 4+71k) est une solution de(E,) > 71u-53 (4+71k) = 1 
+4 710-53 (4+71k) = 71x3-53x4 
۲ب‎ = 71x3 
< u-b3:k = 3 
< لا‎ < 3 + 
Par la suite (u, 4+71k), (uk)e Z? مرو‎ si et seulement si u = 3 + 6 
Conclusion: S,,, ={ (3+53 k, 4+71k), keZ ] 
Remarque :On pourra appliquer le lemme de gauss deux fois : On exprime u et v en fonction 
de k et k’ puis on vérifie que 26۰ 
6) Soit x e Z, 
x = 34 (mod 71) x = 34 (mod 71) x=34 + 71u, 7 
oies 53) میم‎ (mod 53) سرت‎ Vez 
Alors 71u -53v =1. Donc (u,v) est solution de l'équation (E2). 
u= 3+53 K 


v=4+71k - 
Ainsi x = 34 + 71(3+53 k) = 247 +3763 k, kez. 


Par la suite il existe k e Z tel que l 
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réciproquement : 
six =24/7+3/63k, keZ alors 

ex = 71x3 +34 +71x(53 k)=34 (mod 71) 

ex = 35 + 53x4 +53x(71k)= 35 (mod 53). On sait que 27 
Conclusion : l'ensemble des solutions du système est Sz ={ 247+3763 k, keZ |. 


= 35 (mod 53). 


Exercice 4 
1)» lim f(x) = مب‎ 
X—> +00 
. f(x) e* -1 e* 1 
e lim = Il = lim IS 
X—>+00 X X—>+00 X X—>+00 Y x X 


(Cf ) admet au voisinage de +, une branche parabolique de direction (o, 1 ۱ 








f(x de = X 
2) a) lim TR OS ig di GD e 
x40 X x>0* A 0ج‎ VX 4 x>0" X 0 VX 
n fC) am ۲0(-۲)0( TT 
e lim ——= lim + = +% donc f n'est pas dérivable à droite en 0 . 
x40 X x40 X- 
La courbe (C;) admet au point d'abscisse O une demi-tangente vertivale. 
0 — 
b) Pour tout x e |0, +o], f'(x) === 
2Ve* -1 
U' 


En effet:la fonction dérivée de u:x + e* -1 est la fonction u': x + e* et{ Vu er 
u 


) u est dérivable sur |0,+o| et u(x) >0, vx e |O, +00] ) 





d) f (In(2)) = 1 et la fonction f est strictement croissante sur 0, +00| 
xe [0,ln2| > f(x)<1 & ve*-1<1 & Ve" -1x4e*-1<1x 4e" -1 
ss e*-1<4Ve*-1 


( On sait que Ve* -1 > 0 pour tout x > 0). 

e” (e -2) 
3) On vérifie que pour tout x |0,-+w0|, f(x) = — 5. 
a| e* -1] 





f (x) s'annule en In(2) en changeant de signe donc le point B(In(2),1) est un point 


d'inflexion de (Cr). 
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4) a) D'aprés 2) d): x e[0,In2] > e*-1<t(x).  P) 


Par la suite : 
e six € [0,In2] alors alors (Cf) au-dessus de F. 


esi x e [In(2),+00| alors (Cf) au-dessous de T. (C) 


(Remarque: (C) N ۲ = {B}) ۱ 


5) a) La fonction g est 06۲۱۷۵016 sur o 





Pour tout x e 93 960 = 1 + tan*(x) > 0 
donc 0 est strictement croissante sur oz ۱ 
Ainsi 0 réalise une bijection de ۳ | sur ICE 1 


De la continuité g sur 0. | et des égalités g(0)=0 et lim g(x) = +00, 


On déduit que ICE E |] Jore. 
0 (1 


b) g*(0)=0 et ) =. Car g(0)=0 et 2) =1 


c) Pout tout x e 0 al g'(x) xz O alors g 1 est dérivable sur (EE | = 0 +00 |. 


Soit x e |0, +00] et y > Jal (97 (x) = y) (g(y) = x) + (tany = x ),ainsi : 
1 1 1 1 





tout x e [0,+00[, [g7*)(x) =—,— = ae? ۱ 
pour tout x e [0, +œ] ۳ y) و) و‎ 1 (x) g'(y) 1+(tany)” 1+ × 





d) lim 
x40 ۶ x>0* 
6) a) f est continue sur [0,+x[ donc F est la primitive de f sur[0,+«[ qui s'annule en 0۰ (F(0) = 0) 





ainsi pour tout x e [0,+o0| F'(x) = f(x). 


+ G(x)=2[ f(x) - (g'o f)(x) ) 


G est dérivable sur |0, +oo| et pour tout x e |0, +o], 


| )109( )*9(-1 2700 )809( )91( 109-109 2 = همه 











۱ 1 Zoe 1 er کم | گم‎ - 0 
O eroi -)-2 -H5 ۳ 1=f(x). 
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Donc F'(x) = G'(x) pour tout x e |0, +00] . 


b) Pour tout x e |0, +00|, F'(x) = G'(x), 
donc il existe k e R tel que ,pour tout x e 0 +o], F(x) = G(x)+k . 
Les fonctions ۳ et G sont continues en 0 et F(0) = G(0) alors k =0. 
(En effet mi F(x)= ۳ G(x)+k c'est a dire F(0)= G(0)+k) 


Conclusion: pour tout x e |0,+oo|, F(x)=G(x). 
c) Pour tout x e[0,In(2)], e%-1<f(x). 
A = | (o -(e' -1)ja = G(In(2)) - اه‎ z Ji - 211 -g (0) -(2-1n(2)-1).D'où À =1+In2 


0 
7)a)La fonction G, est dérivable sur jIn(n), +o| et pour tout x e jIn(n), +o], 














n 
xX 
La fonction u : x > ۱ A (t)dt est dérivable sur[In(n),+oo| et u'(x) = fn (x). 
In(n 
( Voir l'explication en 6)a)) 
Donc pour tout x e jIn(n),+o|, G', (x)= u'(x) . 
Alors il existe k e R, tel que pour tout x e jIn(n),+o[, Gp (x)= u(x)+k . 


comme lim G,(x)= lim ۱ u(x)+k |, de plus G, et u sont continues en In(n), 
x>oInn x>Inn 
alors G, (Inn)= u(Inn)+k et puisque G, (In(n)) = u(In(n))=0 ontrouve k =0. 


X 
Conclusion: Pour tout n > 2 et pour tout x e [In(n),+00o|, Gp (x) = | ۱ jf (t) dt. 
In(n 


b) Soitn>2 ; n>1 alors -n <-1 d'où e* -n<e*-1. 


Comme n>2 et x>In(n), e* -n >0et e* -1>0. 


D'où pour tout n>2 et pour tout x> In(n), Ne“ -n > ve*-1. 


Or d'après 4)a), f(x) <e*-1 pour tout x e |In(n),+æ| , car (In(n) > In(2)). 


Donc fp (x)<e*-1 , pour tout n > 2 et pour tout x e [In(n), +o]. 
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In(n+1) 


A ax = [er] OR” 


In(n) 
= (n+1-In(n+1)-n+In(n) )-G, (In(n+1)) 


OS 


d)» lim [2 )-0 car lim —=1et lim In(x) = 0 


n+1 مدب‎ N + x>1 


-1( 1 
5 ۱ 
e lim ia") lim 0  : car lim =0 et lim 9 (x)_, d'aprés 5)d). 
n 


E n>+0 NN x>0 X 


D'où lim A, =2-1=1. 


N — +00 
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EXAMEN DU BACCALAURÉAT |. ad A 


SESSION 2017 Fe Session de contrôle 





Le sujet comporte six pages numérotées de 1/6 à 6/6. 
Les pages 5/6 et 6/6 sont à rendre avec la copie. 
Exercice 1 (3 points) 


Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte. 


Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante à la réponse 
choisie. Aucune justification n'est demandée. 


On représente une expérience aléatoire par l'arbre de probabilité ci-contre : ANB 
1) La probabilité de l'évènement B sachant A est égale à : 0, 
a) 0,7 b) 0,24 c) 0,11 A 
2) La probabilité de l'évènement ANB est égale à : as AAB 
a) 0,11 b) 0,18 c) 0,92 AMB 
3) La probabilité de l'évènement A sachant 8 est égale à : A یه‎ 
3 5 4 013 — > 
a) > b) 7 C) 7 | ANB 


Exercice 2 (6 points) 


Le plan est orienté. 


rer A er) 
Dans la figure 1 de l’annexe 1 jointe, ABC est un triangle direct tel que E i BR| = ]س2[‎ 


EE و‎ 
et 27 cE |= [ar] Les points 1, J et K sont les pieds des hauteurs du triangle ABC issues 


respectivement des sommets A, B et C. Le point E est le milieu du segment [AC]. 
1) Montrer que le triangle AIE est équilatéral direct. 


2) Soit S la similitude directe de centre A, de rapport V2 et d'angle = 


On note A est la médiatrice du segment [IE] et on pose f =S o Su. 
a) Montrer que S(I) =B. En déduire que f(E) =B. 


b) Montrer que f est une similitude indirecte de centre A et de rapport 2 
c) Caractériser fof. En déduire que f(B) = C. 


d) Montrer que l'image par f de la droite (BJ) est la droite (CK). En déduire que f(J) =K. 


1/6 
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3) Soit و‎ la similitude indirecte telle que g(C)=A et g(K) =1. 


a) En remarquant que le triangle BCK est rectangle, isocèle et direct, montrer que le point B 
est le centre de 9. 


b) On pose D=g(A). Montrer que le point D appartient à la droite (BI). 
EEN A 
c) Justifier que G ۱ 75| = [2m] Construire alors le point D. 


4) On pose 9 = 9 o f. 
a) Montrer que Q est une similitude directe. Déterminer p(A) et p(B). 
, ۱ FT 
b) Montrer qu’une mesure de l'angle de Q est A 


5) Soit Q le centre de Q. 
a) Vérifier que D= o y o p(E). En déduire que a a5) = -<]27[ ۱ 


b) On pose F=4 o Q o p(J). Montrer les droites (FD) et (JE) sont perpendiculaires. 


c) Vérifier que F =¢ o (I). En remarquant que 1B=IE, montrer que FD = FA. 


d) Construire le point F. En déduire une construction du point (2. 


Exercice 3 (4 points) 
3 . V3 


Soit dans C l'équation (E): z? (Su معا‎ 


1) a) Justifier que l'équation (E) possède deux solutions distinctes. (On ne demande pas de déterminer 
ces solutions) ۰ 


b) Déterminer z, + .و2‎ En déduire que les solutions de l'équation (E) ne sont pas conjuguées. 


On désigne par z, la solution telle que |z4|>1 et z2 l’autre solution. 
On considère, dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct (o,u,v ) les points A, B, | et J 


d'affixes respectives Z4, Z2, 1 et -1. 
l S ۱ JOUE 
2) a) Soit C le milieu du segment [AB]. Montrer que l'affixe du point C est Zo = 25 6. 
1: 2 2 2 2 
b) En utilisant (z3 — Zz) = (22 +24)" - 4z, 22, montrer que و2)‎ - 2( = a(z? -1) 
A == 
c) Montrer que | AB, CI | + | AB, CJ | = 0 [277]. 
En déduire que la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de l'angle ICJ. 
2/6 
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3) Soit (C) le cercle circonscrit au triangle IAJ. On note K le centre de (C) et zx l'affixe du point K. 
a) Prouver que K est un point de l'axe (o.v). On pose zx =i y, où y est un réel non nul. 
b) Soit M un point du plan d'affixe z. Justifier que (Me(C) ( équivaut à ۱ | 2-۷ i - 11-۷ |" | 
En déduire que (Me(C)) équivaut à ( zz+iy(z-2)=1 ) 
c) En remarquant que 2 montrer que le point B appartient au cercle (C). 
22 
4) a) Construire le point C dans le repère (O,u, v ) 
b) Construire la droite (AB) et la médiatrice du segment [AB]. 


c) Déduire une construction des points A et B, images des solutions de l'équation (E). 


Exercice 4 (7 points) 


2 
Soit f la fonction définie sur |0,+ | par f(x) = ا‎ 
+ 


On désigne par (C;) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (orii i). 


A) 1) a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement. 
x>0* 


UE 
b) Calculer lim f(x) et montrer que lim 10) =0. Interpréter graphiquement. 
X—>+00 X—>+0 X 


X+2 


2) a) Montrer que pour tout X € 10, + of, f'(x) = $ aT) 





b) Dresser le tableau de variation de f. 
c) Montrer que f réalise une bijection de JO, + oo sur un intervalle J que l’on précisera. 


3) a) Résoudre dans R l'équation x°=x+1. 
b) On note a la solution positive. Vérifier que la deuxième solution est égale à - 
c) Montrer que la courbe (Cf) coupe ۲2۵ des abscisses au point A d'abscisse a. 


d) Montrer qu'une équation de la tangente T à (Cr) au point A est y= É + + Je - a). 
O a 


e) Vérifier que la tangente T passe par le point 8(0 ,—1 -5) 
a 
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4) Dans la figure 2 de l'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (0,1, 3), la droite D d'équation 


y =x+2 etla courbe ۲ de la fonction x: => x +1. 
a) Construire les points A et B. 
b) Construire la tangente T et tracer la courbe (C). 


B) Soit nun entier naturel non nul. 


2 
On pose pour tout x>1, Gp 0) - | ۲) ( dt. 
1 


1) a) Montrer que pour tout X>1, m3) (x-1) > Gn(x) < f(x" )(x-0. 





X 
b) Montrer que pour tout réel x > 1, Gn(x)=X 1(22) -1n[5)-n(-9- 2 de 


Ya 4 
2) On pose J -n| rs OL, 
AE $ 1 ۲ 


a) Montrer que lim Ya=1. 
n> +0 


b) En utilisant B)1)a), montrer que lim Gp (Va)- 0. 
N>-+00 


n A 
c) Montrer que lim ۳ 9 paa): 
n+% 1 


سے 


= 


d) Déterminer alors lim Jpn. 
n—>+0 
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3602500 iii N° d'inscription :........... SENE: ss: Signatures des surveillants 





Épreuve : Mathématiques Section : Mathématiques 


Annexe 1 à rendre avec la copie 





Figure 1 
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۹ EA PA 


le RIAR A 
e A 


.. = LA ۳۹ 
0 00 ۱ 3 و‎ TES 
os OOO 2 
ایک‎ 
Foro 
> 


» 
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- 
66 0 0 0 


AAA n 
OOOO » ۳ 9600 رگ یم کک‎ 


9 
- 
.. 
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G ی‎ os ی‎ = a ١ x ” 
TRES کی 00 و‎ 2 x 5 i 0 “ ی و‎ 


, 

۳ 
05 
۳ 
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y 
mn 


Épreuve : Mathématiques Section : Mathématiques 


Annexe 2 á rendre avec la copie 


D:y=r+2 


Figure 2 
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Corrigé de l'épreuve de mathématiques du baccalauréat 


Session de contróle 2017 Section : Mathématiques 
Exercice 1 
Il suffit de compléter l'arbre de probabilité : ¿AMB 
0, 
1) a) 0.7 Ñ Pe 
2) b) 0.18=0.2x0.9 e 07 AMB 
E - AnB 
3) QP(ANB)  __ 0.803 ___24_4 is. EA 
P(B)  0.8x0.3+0.2x0.9 42 7 تن‎ 
0,1 2 =B 
Exercice 2 


Le triangle AIC est rectangle en ۱ et (Al, ` AC) = 3 [2n] car (CA, Cl) = AS T |, puisque le [CB). 


De plus IE] est une médiane dans ce triangle تس‎ IE = AE donc pes est équilatéral. 
AIE est direct car (Al, AE) = [2] 
2) a) ABI est un ان‎ rectangle en ۱, isocèle et direct donc 


AB=V2 Al et (Al, AB)= = = 12m] par la suite S(I) =B. 
e Sa (E) =I alors f(E)=S o S, (E)= S (I)=B ۰ 
b) f est la composée d'une similitude directe S de centre A et de rapport J2 et d'une similitude 


indirecte S, de rapport 1 et comme A e A alors f(A) =S 0 SA (A) =A (f(A) = A) par la suite f est 
une similitude indirecte de centre A et de rapport V2 x1= V2. 


c) fof est une homothétie de centre A et de rapport : J = Ll 
* AC=2AE donc fo f (E)=C. 
*fof(E)=C d'où f(f(E))=C or f(E)=B alors f(B) =C. 
d) * (BJ) 1 (AE) et f(B)=C donc: 
f (BJ) est la droite passant par C et perpendiculaire a la droite f(AE) = (AB). D'ou f(BJ) = (CK). 
* Je(BJ)A(AC) doncf(J)ef(BJ)Af(AC)=(CK)A(AB)=(K). Ainsif(J)=K. ( f(AC)=f(AE) ( 
3) a) On a g(C)=A et g(K) =1. On note B'=g(B). 


le triangle KBC est rectangle en K, isocèle et direct donc son image IB'A par g est un triangle 
rectangle en |, isocèle et indirect. Or le triangle IBA est rectangle en ۱, isocèle et indirect. 
D'où B= B et par la suite B est le centre de g. 


b) g(B) = B et g(K)= | et A appartient a la droite (BK) donc D =g(A) est un point de la droite (Bl). 
c) g(C)=A , g(B)=B et g(A)=D : g est une similitude indirecte d'où 
(AB, AD) = -(CB , CA)[2r] = (CA , CB)[2r] = [2r]. 


On construit un point T tel que (AB , ,AT) = 271 


Le point D est l'intersection de la droite (Bl) avec la demi-droite | AT). 
4) a) ọ est la composée de deux similitudes indirectes donc c'est une similitude directe. 


*p(A)=gof(A)=g(A)=D etp(B)=gof(B)=g(C)= A. 
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b) p(A)=D et p(B) = A. Soit 0 une mesure de l'angle de q. 
T 25:52 J[2r] | r+ {AB 2۵ [2x] = [2r] 


5)-p(E)=gof(E)=g(B)=B, p(B)=A et p(A)=D.Donc pogo p(E)=D. 
o» 0 ọ O ọ est la complosée de 3 similitudes directes de même centre Q et de même 


angle = donc c'est une similitude directe de centre Q et d'angle 3x = -]27[ 
۰ p 0 0 0 (E) =D donc (GE, 0D) = -5 [21]. 
b)popoọ(E)=D et po qo )(( 2۳ donc E = - [21]. donc (EJ) 1 (DF). 


c)-F=p0p0 p(J) et p(J)=gof(J)=g(K)=1 d'où F=p0 q(l) 


pog I) =F 

«poo(Ej)=A et comme IB = IE alors FD = FA. 
poq(B)=D 

d) «Pour la construction du point D: 


On utilise le fait que FD =FA c'est à dire Fe med|AD| et que (FD) (JE). 





۰ DE 05 = -]27[ donc Q est un point du demi-cercle r, de diamètre [ED]. Voir figure 


iF) = -5 [21] donc Q est un point du demi-cercle r, de diamètre [JF]. Voir figure 


eQeELOT,. 





== HU a AÑ 
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Exercice 3 
1) a) Il suffit de vérifier que le discriminant de l'équation (E) est non nul. 


V3 


b) Z +Z, + D ZR donc z etz, ne sont pas conjugués. 


E 3 HE Los 


2 2 


2 


2 2 





5 2 
2 2 2 2 _ 
b) (Z3 -2,( =(Z,+z,) -42,2 = )2 Zc) -4=4(zé-1). Car 2+72, 2272 62,2 =1. 
0) (AB Gi) + (AB: Ci) = arg اجب‎ e [> arg TE. IE Jen] 
و2‎ - Z; 7 Z-Z; ر2- و2‎ 
2 اتن‎ 1 
= arg پات‎ [211] = arg|<, [2m] = 027 


d'où la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de l'angle ICJ. 
3) a) K est le centre d'un cercle passant par | et J donc K appartient à la médiatrice du segment [IJ]. 


La médiatrice du segment [IJ] est l'axe des ordonnées. 

be (Me(C)) > KM=KI +» |z-iy|=|1-iyļe( |z-iył =|1-iyf | 
> (z-iy)(z+iy) = (1-iy)(1+iy) 
= 2 2+۱۷ )2- 2+ ¥ =1+ y” 


<> zz+iy(z-z)=1. 


c) Ae(C) > 2 2+۱۷ )2, - 2-1 ج‎ pe Ay (2 — 1} 











Z2 Zə 22 Z2 
> — ( 1+ iy (z2 -2>) )=15 2,2, چه 1-( م2 - و۱۷)2+‎ Be(C). 
2 2 
4) a) ze = Sec Voir figure. 06 سب‎ ER En 5“ 

b) La droite (AB) porte la bissectrice 1 / 
۸ KA 
intérieure de l'angle ICJ. AX 
La médiatrice du segment [AB] est ۹ | a 

la perpendiculaire en C à la droite | ۳ ¿A i 
(AB). b 

c) Les points A et B sont les points ۱ ۳۳ ۳ X SL medas] 


d'intersection du cercle (C) avec la  ——== 5 


droite (AB). (OA>0B car 2, >1.) 
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Exercice 4 


2 
A) 1) a) lim * -0 et lim In(x) === donc lim ۲0( ۰ 
x40 *" x>0* x>0* 


La droite d'équation x = 0 est une asymptote verticale à (C;) 








b)+ lim f(x)=+ car lim * _ lim x=+oet lim In (x) = +00. 

X—>+00 مب(‎ X+1 x>+0 (6 0ج‎ 

e a A ñas 0, f(x) =In(»?) -In(x+1) = 2Imx=In(x+1)) 
X—>+0 X X—>+00 X X 

* lim LU) PS 

X—>+00 X 

* lim (x+1) lim In(x+1) x+1 et lim In(x+1) _, car lim (x+1) = +00 et lim n(x) _ ۾‎ 
X>+ X x>o+o X+1 X X—>+00 X+ X—5-+00 X—>+00 X 


> n F(x 
d'où lim ——=0. 
X—>+0 X 


La courbe (Cf) admet au voisinage de +œ une branche parabolique de direction celle de (oi). 


2) a) Pour tout x > 0, 


f(x) = ES = 2Inx-In(x+1). 


2 1 X+2 
D'où f'(x)=2-— = ۱ 
9 x +1 x(x+1) 





b) Tableau de variation 





c) La fonction f est strictement croissante sur |0, + œ| donc f est une bijection de |0,+ oo| sur ۲)10,+ col ). 


De la continuité de f sur |0,+| et des égalités limf =- et limf = +œ on déduit que f (JO, + f) =R. 
ot +00 


1+5 


t E 





3) a) On trouve x'= 








2 2 
و‎ d'où W 2 1-5 مر‎ 
2 a 1+5 2 
Soit M(x,y) un point du plan. 
۲ x>0 pe x>0, 
Me (C) n(o) > y=f(x) © ET S Jx =x+1, 
y=0 ۳ y - 0 


1+ V5 


2 





Donc la courbe (Cr) coupe l'axe des abscisses en un seul point A d'abscisse a = 
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0( ۲:۷ =f'(a) (x-a)+f(a). 








f(a)=0 et AS = puisque af = a+1, doma) = + 
Par la suite T : (+3 (x-a). 
e) Bo, 1-5) et + E Joa) 1-5 alors B e (T). 
a a a as 
4) a)et b) 
۲ Po 
# Diy=x+2 
Aa 
T 
(Cy) 

2 3 4 5 





B) 1) a) Soit x>1 et te[1,x], 
*1 <t <x et n> 1 alors1 < ۳ < x" or f est strictement croissante sur [1,+| 


donc f(1) > f(t”) > f(x") d'où ۳2۳ dt > [roya < [102) at 
1 1 1 


Donc pour tout x>1, LE (x-1) > G,(x) < f(x" ](x-1). 
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b) G, (x)= | f(t") dt. On integre par parties: 

: nj 142 n t'+2 
u(t) = f(t") u(t) = nt rer is A 
۷0-1 ۰ +1) 


v(t) = t 
Donc e, ofie) -nf ext) -nf 1 as 
1 1 
=xf(x") nl) [rat 
1 


Autrement : vérifier l'égalité de deux fonctions (ont la même dérivée et coincident en 1). 





Posons 














2) a) a >1 donc Ya > 1 


D'aprés B)1)a): n3) (Ya -1) > Gn (Va) < (va) (Va 1) 


1 1 
Or lim Ya=1 : (Wa =a =en" ) et (ta) )-1(0)=0 





N—> +00 
D'aprés le théorème de comparaison des limites lim Gp (Va | - O. 
N—> +00 
Ya - 1 O 1 + 
c) lim 2> = lim ا"‎ m(a). Or lim —In(a)=0 et lim ۰ 
n>+o 1 n>+0o 1 n>+w n x>0 x 
= = n(a) 
n n 
Va -1 


Par la suite lim 
N—>+00 


d) J=- Gn (Ya) +a 1[(Y3)"|-10(5)-n(va-1). 
* lim Gp(Ya)=0. 


N—>+00 
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; | EXAMEN DU BACCALAUREAT Durée : 4 h i Coeffi cient : 4 





| SESSION 201 2016 o Session n principale 5 


Le sujet comporte cinq pages numérotées de 1/5 à 5 
La page 5/5 est à rendre avec la copie. 


Exercice 1 (5 points) 
Le plan est orienté. 


Dans la figure 1 de l'annexe jointe, ABC est un triangle direct, rectangle en A et tel que AB > AC. 
La médiatrice du segment [BC] coupe les droites(AB), (AC) et (BC) respectivement en E, F et G. 
1) Soit f la similitude directe de centre A et telle que f(B) =F. 
a) Déterminer l'angle de f. 
b) Montrer que l'image de la droite (BC) par f est la droite (GF). 
c) Déterminer f(C). 
2) Le cercle 4 de diamètre [BC] et le cercle 25 de diamètre [EF] se coupent en A et H. 
a) Montrer que ( 4) = &. 
b) Soit |= f (H). Construire le point |. 
c) Montrer que le quadrilatère HEIF est un rectangle. 
d) La droite (FI) coupe la droite (AE) en un point J. Montrer que f (F)= 4; 
3) Soit و‎ la similitude indirecte de centre A et telle que g(B) SE 


a) Montrer que g= Si ac) © f. 
b) Soit E = f(E). Montrer que E' est un point de la droite (AC). 


c)Soit F = g(F) et H= g(H). Construire l'image par و‎ du rectangle ۳۲۱ 
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Exercice 2 (3 points) 
On considère dans l'ensemble C l'équation (E) : z° - (1+2i)m z — (1-i)m = 0, où m est un nombre 
complexe non nul, d'argument 0 e JO, . 
1) a) Résoudre dans C l'équation (E). 
On note z, et z, les solutions de l'équation (E). 


b) Montrer que ( z,z, est un réel strictement positif} si et seulement si (0-5 | 


Dans la suite de l'exercice on prend 6 = = 


2) Vérifier que z,Z, = ۳ /2 


.5T 
3) Soit t un réel strictement positif et m = i e 8 . On se propose de construire les points M. et Ma, 


images des solutions z, et z, de l'équation (E), correspondant au nombre complexe ۰ 
Dans la figure 2 de l'annexe jointe (o, uv) est un repère orthonormé direct ; 


V2 


B et C sont les points d'affixes respectives E ett; 
E est le point d'intersection du demi-cercle 7 de diamètre [BC] avec l'axe (0,v). 
a) Montrer que OE? = OB.OC. 
b) En déduire que |m| = OE. 
4) a) Construire le point À d'affixe m. 


b) En déduire une construction des points M, et M images des solutions z, et z, de l'équation (E). 


(On convient que |z,| < |zz|). 


Exercice 3 (4 points) 
1) Soit a un entier tel que a =1 (mod 2) et a=1 (mod 5*). Montrer que a=1 (mod 10*( 


2) Soit b = (9217)*. Montrer que b=1 (mod 5) et b =1 (mod 24}. 


3) Pour tout entier naturel n, on pose b, = pe —1. 

a) Montrer que pour tout entier naturel n, bp = (b, +1) - 1. 

b) En déduire que pour tout entier naturel n, b,,, = bî + 5 b + 10 D + 10 93 + 5 
4) a) Montrer que si 5” divise b, alors 5۳۳۶ divise b°. 


b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, b,, =0 (mod ci! 


5) a) Montrer que (9217) 


b) Montrer que (9217) = 1 (mod 10000). 


c) Trouver un entier dont le cube est congrula292P7 modulo 10000. 
2/5 


= 1 (mod 625). 


Exercice 4 (8 points) 


Jx 
A) On considère la fonction f définie sur ]0,+c0[ par f(x) = ri 
X 


On note (Cf) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (oii). 
1) a) Calculer lim f (x). Interpréter graphiquement. 
x—0 
| | . f(x) | | 
b) Calculer lim f(x) et lim ——. Interpréter graphiquement. 
وب از‎ +00 X>+  X 


x JS 


2) a) Montrer que pour tout x e JO, +œ], í (x) = C = Jx 
2 X VX 








b) Dresser le tableau de variation de f. 


c) Tracer la courbe (C;). 
3) Soit A un réel de |O,1[.On désigne par S, l'aire de la partie du plan limitée par (Cr), l'axe des 
abscisses et les droites d'équations x=} et x=1. 


Calculer S, en fonction de A et déterminer lim S,. 
A->0* 


B) 1) Soit g, et g, les restrictions de f respectivement á chacun des intervalles 10,1] et [1, +00] . 
Montrer que q, réalise une bijection de 10,1] sur un intervalle ۱ que l'on déterminera et que g, 
réalise une bijection de [1,+c[ sur l'intervalle ۱ 

2) Soit n un entier naturel non nul. 


a) Montrer que l'équation f(x) = @ + admet dans 0 +f exactement deux solutions notées 


= | = 


a, et PB, telles que 0 > a, < 1 > P,. 
On définit ainsi, pour tout entier naturel non nul n, deux suites réelles (a, ) et (f,). 


b) Montrer que les suites (a, ) et (Ba ) sont convergentes et déterminer leur limite. 


yx (109-(e+))] six >0 


1 six=0. 


3) On considère la fonction h définie sur [0,+w0| par h(x) = 


On note (Ca) sa courbe représentative dans le repère orthonormé (oi). 


a) Montrer que h est continue à droite en 0. 


b) Déterminer le signe de h(x) pour tout x e [0, +f. 
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4) Soit H la primitive de h sur [0, +o] qui s'annule en 0. 


x 
a) Justifier que les fonctions u : X> [ edt et v:Xxi> 2 +2(Wx -1) e* sont continues sur [0, + 
J0 


et dérivables sur |0,+|. 
b) Montrer que pour tout x > 0, u{x) = v(x). 
c) Donner l'expression de H(x) pour tout x آممد,0]ع‎ 
5) Soit An l'aire de la partie du plan limitée par (Ch). l'axe des abscisses et les droites d'équations 


x=0etx= B, Montrer que lim cn = 2-2 
۳ اس‎ 
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Exercice 1 


1) 


2) 


3) 


a) 0= (AB, AF )[2x] = [27] 


b) On sait que f (B) =F et (GF) L (BC) car (GF) est la médiatrice de [BC], on en déduit que 
l’image de (BC) est (GF). 
c) Puisque f (A) =A et (AB) Ri (AC) donc l’image de (AC) est (AB). 


Ce(BC)A(AC) donc f (C) ef ((BC)) nf ((AC)) donc f (C) € (GF) ^ (AB) = {E}. 
Il en résulte que f (C) SE. 
a) Le cercle £, est de diamètre [BC] donc son image par f est le cercle de diamètre E (B)f (C) |. 
or f (B) = Fet f (C) = E, il en résulte que l’image de, par f est le cercle de diamètre [EF]. 
Ainsi f (6 )= 62. 


b) (Voir figure) 
c) Les points I et H appartiennent au cercle 6, de diamètre [EF] privé de E et F donc 


EIF = EHF = E , de plus les points A et F sont deux points de l’arc orienté IH \ fT, H} situé sur G, 


donc (FH Fi) = [AH Ai] [27] = [2a]. Ainsi le quadrilatère HEIF admet trois angles droits donc 
c’est un rectangle. 
d) Fe(AF) ^(HF) donc f (F) ef ((AF)) Af ((HF)) donc (AE) (IF) =(1). 
Il en résulte que f (F) =]. 
a) S AC) ° f est la composée d’une symétrie orthogonale (similitude indirecte) et d’une similitude 
directe donc c’est une similitude indirecte 
SAC) of (A) a g(A) 
de plus Sac) of(B)=F=g(B) , on en déduit que g = Sac) ° f. 
A#B 
b) Le point E e (AB) donc 
E'= g(E) e g((AB)) = (AF) = (AC) 
c) Voir figure. 
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Exercice 2 


as? LE 


1) a) A=(1+2i) m°?+4(1-i)m? = m’. Soit 5=m. 


A A TE 
2 et 2 
=0|2 = 012 
b) (z, zest un réel strictement positif) < arg (z122) n] arg (z ) me arg(z,) | n| 
0 e |0, x| 0 e |0, x| 

20 ++ +— = 0[2x] 20 = - [2x] e ek ez Le 
> 2 4 S ls 8 E 0 _ =) 

0 e 10,1 0 e ]0,1[ 0 07 8 


ST .T T 
2) zz, =m"i(1+i)= im” e 4e 2 2e 4 = ۳ 2027 = im” J2. 
3) a) Le point E € © | Í B, C} donc le triangle BEC est rectangle en E et les triangles OCE et OEB sont 


Ne 


rectangles en O. 
2- = tan (orc) = cotan z — oc | = cot an (BEO) = El , il en résulte que 
OE 2 OB 


E <> OE? = OC.OB. 


OE OB 
t ST 7 NO 


b) D’une part m = vt, 8 donc im] = کت‎ , d’autre part OE? = OC.OB = t— donc OE = 
2 4 2 


Il en résulte que Im] = OE. 


+ 


4 


5 
SIS 


4) a) Voir figure. 
a) Onaz, =m(1+i)= V2e 4m, il en résulte que M, est l’image de A par la similitude directe de 


centre O, de rapport V2 et d’angle 7 


. T 
do E , 5 l s T 
z =im =e *m, il en résulte que M, est l’image de A par la rotation de centre O et d’angle > 
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Exercice 3 


a=1=0(mod2*) 


1) Ona donc 12 -1 = 0(mod5*) , on en déduit que a—1= 0(mod 2 x54) ou encore 


2 AS ei 


2) 9217 = 2(mod5) donc b=(9217)' = 2* (mod5) = 1(mod5). 
9217 =1(mod2*) donc b =(9217)' =1(mod2°). 


n+1 n 5 n 5 
3) a) Pour tout entier naturel n, b, = b3 —1= (b* - 1 = (b* —1+ 1) -1=(b, + 1) -1. 
b) En utilisant la formule du binóme, 


bu =(b, +1) -1=b3 +5bÍ +1003 +10b? +5b, +1-1= b3 +5bź +1003 +10b? +5b,. 


n+1 — 


4) a) Si 5۳۳ divise b, alors il existe un entier k tel que b, = 5۳۲1 1 , il en résulte que 
b? = (sk) ا‎ = 5112 (se. k” ) ce qui prouve que 5”**divise ۰ 
b) Vérification pour n = 0. bọ =b-1= O(mod 5) Vrai (D’après 2) 
Soit n un entier naturel. Supposons que b, = 0(mod ۱ et montrons queb, = 0(mod sn ۱ 
Puisque b, = 0(mod5"*! ) c’est-à-dire 5۳*1 diviseb, donc5"*” divise b?, 5b, 1007, 1005 et 5b, , il 
en résulte que 5"** diviseb? +5b% +10b? +1005 + 5b, = b, ی‎ D’où le résultat. 


500 
5 


Ne 


a) D’après 4)b) et pourn =3, b, = ا‎ -]= O(mod5* (donc (9217) = 1(mod 625) ۱ 


500 


b) D’après 2) b=(9217) =1(mod2*)donc b'” = (9217) =1(mod16). 


500 500 


Ainsi (9217) =1(mod16) et (9217) =1(mod 625) d’après 1) (9217)"” =1(mod10000). 


ju 


c) on sait que (9217) =1(mod10000) donc (9217)”” =9217(mod10000), il en résulte que 


3 
(0217) ) = 9217 (mod 10000) ou encore le cube du nombre (9217) ° est congru à 9217 
modulo 10000. 
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Exercice 4 


A. 


1) 


2) 


3) 


1) 


2) 


a) lim f (x) = +00, La droite x = 0 est une asymptote à (C; ). 
x>0* 


f x) evx Vx 
b) lim f(x) =+0et lim = lim i — 
X —> +00 x—>+0 X x>+% X4/X مب زر‎ (x) 








Ra (je 


a) La fonction f est dérivable sur |0, +o| et f'(x)= = 


X 2xVx | 





b) Le signe de f'(x) est celui de Vx -1 = 





c) Voir figure. 


NT 





dx fe] = 2(e-e* )ua. 


lim S, = lim 2(e=e*) =2(e-1). 
> 


A>0* 


5 
Sy = ¡o 2], 2x 





La fonction g, est continue et strictement décroissante sur 0 1] donc elle réalise une bijection de 0 1] 


sur g; (]0,1]) =[e, +00]. 


La fonction g, est continue et strictement décroissante sur 1, +00| donc elle réalise une bijection de 
[1, +oo| sur g, ([L +) = [e, +00]. 


a) La fonction g, est une bijection de ]0,1] sur [e,+æ[. e+ € [e,+0o[ donc l'équation g, (x) =e+— 
admet une solution unique a, € J0,1], or g; (1) =e ze + — il en résulte que a, € JO, 1[ ۰ 

La fonction g, est une bijection de [1, ++ sur [e, +. e-+— e [e,+0o[ donc l'équation g, (x) =e += 
admet une solution unique B, < [1,+o0|, or g,(1)=e#e+ — il en résulte que $, € |L, +00]. 


1 ۱ 
Conclusion : L’équation f (x) = e += admet dans Jo, +f exactement deux solutions a, et B, 
0 


telle que 0 > a, >1 > ۰ 


1 1 lim E 
b) On sait que g (0, ( < 8+ - a, - مبجه .هو‎ N donc lim a, =1. 
n n li =] ۳ n—>+00 
im g; (x)=1 


Xe 
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1 1 lim 2 =€ 
De même on sait que g, (B, )= 6+ - <> a, = ره‎ C + 2) O HB donc lim f, =1. 
n lim g>' (x)=1 n—+00 


مب رز 
a) lim h(x)= lim Varo) e+ |x =| ime” les UE 1=h(0) donc h est continue à‏ )3 
x—0" x—0" n 90‏ 
droite en 0.‏ 


b) Pour tout x e[0,+oo| ,h(x)=0<>x=0 ou f(x)=e+ <> x =0 ou x = agou xX = Ê, 
n 





Vx 


4) a) La fonction x He” est continue sur [O, +00] et Oe 0 +00| donc la fonction u est la primitive de la 


x 


fonction xHe*” qui s’annule en 0, il en résulte que u est continue sur [0, +00] et dérivable sur 
10. +00] 
Jx 


Les fonctions x > e`“ et x Vx —1sont continues sur [0, +00] et dérivables sur JO, +o] , 1l en résulte 


que la fonction v est continue sur 0 +00| et dérivable sur 0 +f . 


x (x -1 
b) Pour tout x € |0, +00], u'(x) - ای‎ et A ی‎ e. 


x x 


Il en résulte que pour tout x € 0 +], u'(x) = v'(x) par suite pour tout x e 0 +o], 
u(x) = v(x) +c où c est un réel, or les fonctions u et v sont continues sur [0, +00| donc 
u(x) = v(x) +c pour tout x e 0 +00| et comme u(0) = v(0) = 0 donc c =0. 


Ainsi u(x) = v(x) pour tout x e [O, +00| | 
Var (x)= x (e+) RN, e اه‎ ix>0 
n = n , 


1 S1 X =0 1 Si X =0 


c) Pour tout x e [0,+o|, h(x) = 


on en déduit que pour tout x e[0,+00[,h(x)=e% لد‎ + par suite pour tout x € [0, +oo|, 
vi x _2 
x)= | edt + Lp Vidt = 2+ 2( vx -1)e Cr SRA 
nee 
3 n 


5) A, = ] |h(x)|ax = f" h(x (x)dx + h (x)dx =2H(a, ) HP). 


lim A, = lim 2H(a,)-H(P,,) 


= lim 2+4) Ja, -1)e - (e+ Jara, -2(4B, - 1) +) بقل جع‎ =2-¿e. 


n—>+00 
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Exercice 1 (5 points) 


Le plan est orienté. 
Dans la figure ci-contre ABCD est un rectangle direct de centre O 


AOID et OCID sont deux losanges. Le point J est le milieu du 
segment [CD]et le point L est le milieu du segment [BC]. 


1) Soit R la rotation de centre | et d'angle = 


a) Déterminer R(O) et R(D). 


b) Montrer que R (A) =B. 





2) Soit و‎ = Sion © Sjon © Sjap): 
a) Vérifier que g(A) =C et g(D) =B. 
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de g. 
3) Soit h l'homothétie de centre le point C et de rapport : etonposep=Roho a” 
a) Montrer que y est une similitude indirecte de centre C. 
b) Soit K le milieu du segment [IC]. Montrer que p(B) =K. 
c) Montrer que p = ho Sac 


4) Déterminer l'image par p du rectangle ABCD. 


#76 
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Exercice 2 (4 points) 


Dans le plan muni d'un repère orthonormé direct, on désigne par(E) "ellipse d'équation : + 9 y= 9. 


Dans la figure 1 de l'annexe 1 jointe, (C,) est le cercle de centre O et de rayon 1, (C,) est le cercle de 


centre Oet de rayon 3, Nest le point de coordonnées (cos6 , sin). P est le point de coordonnées 


(3cos0 , 3sin6), où 0 est un réel appartenant à Dz. 


1) Soit M le point de coordonnées )36050 , sin). 
a) Vérifier que M est un point de l’ellipse (E). 
b) Placer le point M. 
c) Justifier qu'une équation de la tangente ۲ à (Ejen M est x cos + 3 y sin = 3. 
2) La tangente ۲ à (E)en M coupe l'axe des abscisses et l'axe des ordonnées respectivement 


en Het K. 
a) Déterminer les coordonnées des points H et K. 


9 1 
b) Montrer que HK? = سس‎ ———. 
: cos“ 0 sin“ û 


3) Soit f la fonction définie sur o a] par f(0) = HK. 


2 iy e 
| T TE ۹ ۱ cos” 0 4 0 
a) Montrer que pour tout Û e ۳ | f (0) =2 (4sin Û - 1) “costo sine 


b) En déduire que la distance HK est minimale si et seulement si Û => 


c) On désigne par D le point de l'ellipse (E) correspondant à 9 = à 


Construire le point D ainsi que la tangente en ce point à l'ellipse (E). 


Exercice 3 (4 points) 
Soit a un entier naturel non nul et premier avec 5. 
1) En utilisant les restes possibles de la division euclidienne de a par 5, montrer que a! = 1 (mod 5). 
2) Soit p et q deux entiers naturels non nuls tels que p<q etq=p (mod4). 
a) Montrer que af = a (mod 5). 
b) Montrer que a" = a (mod 2). 


c) En déduire que a? = a” (mod 10). 
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3) Soit dans Z x Z l'équation (E) : 25 x-21 y =4. 

a) Vérifier que (1,1) est une solution de (E). 

b) Résoudre dansZ x Z l'équation (E). 

c) En déduire l'ensemble A des solutions de l'équation (E) dans N x N. 

d) Soit(a,B) un élément de A. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et premier avec 5, 
n" et n’ont le même chiffre d'unité. 


Exercice 4 (7 points) 


—Inéx 
x 





E 


Soit f la fonction définie sur [e e | par f(x) = 
On note Cfsa courbe représentative dans un repére orthonormé direct (O, i, j). 


1) a) Montrer que lim وج‎ =e% 
۲-2 


KE 2 


f 
b) En écrivant a E = 





— (Inx+ 2 و‎ | 
pus | Le montrer que lim _ | (= 
۷۰/2 —In?x x—e” xe 2J7 ۷ 


interpreter graphiquement le résultat. 


2 


c) Montrer que f n'est pas dérivable ã droite en e *”. 


2) On donne, ci-dessous, le tableau donnant le signe de ۲ (x), le signe de f (x) et les variations de 


la fonction f. 





Justifier que les points C et D, de coordonnées respectives (a, f(a)) et (p, f(B)), sont deux 


points d'inflexion de Cf. 


3/6 
Page 90 


3) Dans la figure 2 de l'annexe 2 jointe, (O, i j) est un repère orthonormé direct ; 
A et B sont les points de coordonnées respectives (V2, 0) et (-V2, 0): 
C et D sont les points de coordonnées respectives (a, f(a.)) et (B, f(B)): 


Pest la courbe représentative de la fonction exponentielle. 


اس 2 


,e ete 


a) Construire les points de Cf d'abscisses e 2 
b) Tracer la courbe C, dans le repère (O, i, j). 


4) Soit g la fonction définie sur ۴ par g(x)= sin x. 





a) Montrer que la fonction g réalise une bijection de] -2,7 sur -22 
On note h sa fonction réciproque. 

b) Montrer que la fonction h est dérivable sur À a et que h (x) = — 
c) Soit ula fonction définie sur 9۹ par u(x) = 5) 


Montrer que pour tout x e [eel u 


00) = سس‎ 
x/2-In?x 


اس 
= 


T 
E 2 





d)En déduire que ۳ ۱ 


5) Soit A l'aire de la partie du plan limitée parc, l'axe des abscisses et les droites d'équations 


x=e et x=e. 


e 2 
a) Montrer que A= 2 +| ا‎ dx 
e? \ x42-In*x 
In?x 2 
bj Vérifier que pourtoutxe¡e tel سس‎  — (x). 
) quee | l ۷۰/2 -In2x xy 2—In?x 0) 


c) En déduire la valeur de A. 


46 
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Annexe 1 (á rendre avec la copie) 


(C3) 





Figure 1 


Pañ@2 





Annexe 2 (à rendre avec la copie) 


Figure 2 
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Exercice 1 


1) a) On sait que OCID est un losange donc DI = DO et OIDA est un losange donc IO = ID, il en 


2) 


3) 


ID = IO 


résulte que DI = DO = OI par suite le triangle DOI est équilatéral donc 15 10) rt ce qul 


D,10|= 7 [2x] 

prouve que R (D) = O. 

Le triangle DOI est équilatéral et J est un centre de symétrie du losange OCID donc OCI est un 
IO = IC 


16 IC) = 21277 
b) Le triangle DAO est équilatéral direct (Le symétrique de DOI par (DO)) de donc son image par R 
est un triangle équilatéral direct (Le symétrique de COI par (CO)) et puisque R (D) =0, R (O) = Cet 


triangle équilatéral donc ce qui prouve que R (O) = 


le triangle OBC est équilatéral direct donc l’image du triangle DAO par R est le triangle OBC, on en 
déduit que R (A) = B. 
a) g(A) = Sion) ° Sion ° Sian) (A) = Sion) °S{on (A) = So) (B) =C. 
e (D) =Sor) Sor) San) (D) = Sor) ° S(on) (D) = Sor) (€) = B. 
b) g = SOL) o Sor) o S(AD) = SOL) ES SOL) ota el puisque DC est directeur de (OL), 1l en 


résulte que g est une symétrie glissante de vecteur DC et d'axe (OL). 


ia ۱ l 1 
a) ọ est la composée de deux similitudes directes (R et h) de rapports respectifs 1 et J et d'une 


Pe cd _ ca ni 1 1 
similitude indirecte (2 1 de rapport 1 donc ọ est une similitude indirecte de rapport 1x 7 KL 7 


donc elle admet un centre et puisque (0)م‎ = 5 ۰۰8۵! (C)=Rch(A)=R(O)=C, on en déduit que 
C est le centre de. 


b) p(B)=Rchcg (B)=Rch(D)=R(J)=K. 


c) ho S ac) est la composée d’une similitude directe et d’une symétrie orthogonale (similitude 


indirecte) donc c’est une similitude indirecte 


h o Sac) (C)=C=¢(C) 
de plus4 ho Sac) (B)=h(I) =K =ọ(B), on en déduit que q = h e Sac): 
CB 
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4) Soit D’ le milieu de [OB]. ABCD est un rectangle donc son image par ọ est un rectangle 
p(A) =ho S(AC) (A) =0 
0 (B) =K et OKCD” est un rectangle, il en résulte que l’image du rectangle ABCD 
p(C)=C 
par q est le rectangle OKCD”. 


Exercice 2 


1) a) (3cos oy + 9(sin oy =- 9 (cos 0) + 9(sin oy = 9 donc M est un point de (E). 








Xu =X 
0۱1 ۳. 
YM Z YN 
c) T:3(c0s0)x +9(sin0) y =9 <> xcos0+3ysin0 =3. 
y 0 
+ y =0 p 3 
2) a) H(x,y) e TOa(0,i) > > 3 „ilen résulte que H 0 |. 
x cos Û + 3y sin 0 = 3 p= cos Û 
cos Û 
x=U 


x=0 
E <> 
x cos 0 + 3y sin Û = 3 y= 


2 2 
FEA 
cos Û sin Û cos” 0 sin‘ 0 


3) a) La fonction f est dérivable sur 0 al et 








1 „1l en résulte que Ko 2 ] 
sin Û 


K(x, y) e T (0, j) > l 
sin O 








f'(0) _ 1660805100 ۰. 260805100 _ 18sin* 0-70 
cos” 0 sin” 0 cos” Osin? 0 


b) Le signe de f'(0) est celui de 4sin 0—1 = (2sin 0 —1)(2sin 0 +1). 


7 7 
A 2(4sin? ES 0 + 70 
cos” Osin? 0 
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D’après le tableau de variation HK سس ی‎ | 
a í , TU Pa 2.5 | | 
est minimale s1 et seulement si 0 = à Y K 


c) Voir figure. 


Exercice 3 





1) Soit r le reste de a (mod 5). A 
On a a est premier avec 5, donc re (1,2,3,4) or r ^5 =1 et 5 est premier doncr* =1(mod 5) 


Puisquea* =r” (mod5), il en résulte que a =1(mod5). 
2) a) q=p(mod4)etp<q =>q=4n+p,neN. 
al =a*"”(mod5)=a"”.a” (mod5)= a" (mod5). 
b) Soit r le reste de a modulo 2, donc r e (0,1) 
Si r=0alors a? = a" =0(mod2)et si r=1lalors a? = a" =1(mod2) 
On en déduit que a? = a" (mod 2) 
aP - 2٩ =0(mod2) 


a” = a1 (mod 2 
c) Ona donc ٩ a? -af =0(mod5), on en déduit que a” —a* = 0(mod 2x5) ou 
aP = a1 (mod5) > ns = 


encore a” =a%(mod10). 
3) a) 25x1-21x1=4. 

b) 25x -21y =25x1-21x1 donc 25(x-1)=21(y-1) (+) 
25 divise 21(y -1) 


25 ۸21 -<1 
En remplaçant y dans (*), on obtient x = 21k +1,k e Z. 


Ainsi Sy, = {(21k+1,25k+1),k € Z} 
c) A={(21k+1,25k+1),keN) 
d) a=21k+1letB=25k+1,keN, donc P-a = 4k on déduit d’après 2) que n° = n’ (mod10). 


donc 25 divise ( y -1( donc y =25k+1,k eZ. 


Exercice 4 


1) a) La fonction v:x > lnx est dérivable sur 10. +00] en particulier en eV? , 11 en résulte que 


- x—e” xe  - 2 e`? 
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> 


-(Inx +42) 


= —00 et 


> سس تفت‎ o 
fer] x eV? هب‎ | ۹/2 - 10 x 2 


x-€ 
lim pue) = e , 11 en résulte que 





me ds (nx + 2) eeg 
er] x-6? xao?) ۰/2 —In! x v2 


\2 


۱ = مم‎ . La courbe (C, ) admet au point 
x-€ 


d'abscisse e" une demi-tangente verticale. 


lim re) (ee) Cu 2‏ کت 
x>e?‏ 


f —| In x — 2 
lim Ein = lim A (nur) = +00, On en déduit que f n’est pas dérivable à 
xo”) X — e x>)” ( xv 2 — In? XxX X — e 
droite en e2. 


La fonction f est dérivable respectivement en a et B de plus f” s’annule respectivement en a et B 
en changeant de signe donc les points C et D sont deux points d’inflexions de (C; ) . 


a) Voir figure. 
b) Voir figure. 


a) La fonction g est dérivable sur -7 | z| et g'(x) = COS X > 0 donc g est continue et strictement 
croissante sur | — Z | par suite elle réalise une bijection de SE T Sur 
4 4 4 4 

2 2۱۱ /م‎ x) ۶۱۱-2 2 

A aa 0 LE | 
T T 

g est strictement coissante sur ES 

b) +g est dérivable sur -2.2 donc h est dérivable sur (a) = -22| 


4 4 
g'(x)+0 sur] 2.7] 
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h(x)=y 
h'(x)= l = 2۷604 € ne Ne +× _ ۷2 2 S 
g'(h(x)) cosy 2. 2 Dz 
HA فیس‎ 
۳ 44 ET 
sin” y = x 
sin y = X AR COS y = Lax 
| V2 2 ES | V2 2 
-—,— SAXE -—,— |, 
2. 2 | jé d 2 2 
PES 
| T 3 4 4 | TC 3 
a a AAA 
4 4 sin y et x de méme signe 4 4 
On en déduit que h'(x) = 1 
lax 
سس‎ 





c) La fonction u est dérivable sur ee et u'(x) = ره‎ = T _— 
1 x V2x XV2 — V2 - In? x X 


D fan Lu (0) (- هه‎ 2) 5 
5) a) A= | (۵ a pp BM à 
-Inx 


u(x)= ¥2 -1n” x u(x) = 
On pose 1 و‎ xV2-In° x 
v(x)=-= v(x)=Inx 


A = | 2 - | +| — dx =2+ 
e r a TE 
۷2 - In? x In? x 2 nx In? x 
xp In? x ب‎ In? x TE In? x 


b) Pour tout x e E f(x) = 
X 


, il en résulte 


In? x 


2 
ue —=— = —— -f(x 
۹/2 — In? x xV2-—In° x 


Cc) »ول 2+۱<د‎ = 2+ ۲ dx = 2+ 7-۸ , il en résulte que 
f- 1/2 -107 x با‎ xV2—In° x dx [uit a 


2A=T+2 ou encore À = .. 
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Exercice 1 (5 points) 


1) a) Résoudre dans € équation (E ): 22 -27+4=0. 


b) Déterminer une écriture exponentielle de chacune des solutions de (E). 


2) Dans le plan rapporté á un repere orthonormé direct (O, u, v} , on considère le cercle ( I’) de centre O et 


de rayon 2 et le point A d’affixe 2 . 


۰11 . À 


e 


ES +] 
Placer les points B et C d’affixes respectives 2e 3 et 2e 3. 


3) Soit O € Jr, n] et M le point du cercle (1%) d’affixe ê. 


Los El 
1 ER 
1 


On désigne par N le point de (T) tel que [OM,ON] 3 [2x] . Justifier que N a pour affixe 2e \ 


میا 
N‏ 
> 


4) Soit r la rotation de centre A et d’angle 


< | دی 


da cid 
a) Vérifier que la rotation r a pour expression complexe : z'=e 3z +2-2e 3. 


b) Soit F et K les milieux respectifs des segments [BM] et [CN]. Montrer que r(F) =K. 
c) En déduire la nature du triangie AFK. 


ye 
5) a) Montrer que AF? =4-— 2/3 cos| © + 3 , 


b) En déduire l’affixe du point M pour laquelle AF est maximale et construire le triangle AFK 
correspondant. 


Exercice 2 ( 4 points) 


Dans le plan orienté, on considère un triangle ABC tel que (AB, AC) = z [2x] et (BC, BA) = srl s 


1) Soit f la similitude directe de centre A qui envoie B sur C. Déterminer langle et le rapport de f. 
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2) Soit g la similitude indirecte de centre A qui envoie C sur B. 
a) Déterminer le rapport de g. 


b) Déterminer l’axe A de g. 
c) Soit D le point défini par AD = = AC 


Montrer que g(B) = D et en déduire que [BD) est la bissectrice intérieure de l’angle ABC 
3) a) Montrer que fog est une symétrie axiale et préciser son axe . 


b) On pose D'=f(D) . Montrer que D' est le symétrique de B par rapport à A. 


4) La bissectrice intérieure de l’angle CAD’ coupe la droite (CD”) en un point J . 


Soit 1 le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. Déterminer f(1). 


Exercice 3 ( 4points) 


1) On considère dans Zx Z l’équation (E): 47x+53y=1. 
a) Vérifier que (-9,8) est une solution de (E). 
b) Résoudre l’équation (E). 
c) Déterminer l’ensemble des inverses de 47 modulo 53. 
d) En déduire que 44 est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53. 


2) a) Justifier que 45% =1 (mod 53) . 
b)Déterminer alors le reste de 451% modulo 53. 


1-5 
3) Soit N=1+45+45%+...+45%= Y ۶*۰ 
k=0 


a) Montrer que 44 N=10 (mod 53). 
b) En déduire le reste de N modulo 53. 


Exercice 4 (7 points) 


i- Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(x) = gg, 
On désigne par (C.) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (0,i,j). 


1) a) Déterminer la dérivée f 'et dresser le tableau de variation de f sur [0,7]. 


b) Montrer que la droite A: x => est un axe de symétrie de la courbe (C+). 


c) Soit (T)la tangente à (C¿) au point d’abscisse 0. 
Justifier que (T)a pour équation y 51 | 


2/4 


2) Soit la fonction و‎ définie sur [0,1] par g(x) = e* ۳ 1. 
On donne ci-contre le tableau de variation de g . 
a) Justifier que l’équation g(x)=0 admet dans 
l'intervalle ۱۵,1] une solution unique ۰ 
b) En déduire le signe de g(x) sur [0,1] i 


3) On se propose de déterminer la position relative de (C¿) et de 





sa tangente (T) au point d’abscisse O sur 0 z ۱ 
Soit la fonction h définie ur 0 z par h(x) =e%™"* -(x+1). 


a) Vérifier que pour tout x € ۳ z , h(x)=g(sinx). 


b) Montrer qu’il existe un unique réel f dans o z tel que sin $ = a. 


c) Déterminer alors l’image par la fonction sinus de chacun des intervalles [0, B] et E ۱ 
d) Dresser le tableau de variation de ۰ 
e) En déduire que pour tout x de CA , f(x) > x +1. Conclure. 

Il 


1) a) Montrer que pour tout réel x20 ,sinx<x. 
Eg l T 
b) Déduire alors que pour tout réel x€ 0 , f(x)se“. 
c) Dans l’annexe ci-jointe, on a tracé la courbe de la fonction x + e*. 
Tracer la droite (T)et la courbe (Ce). 
1 


2) a) Montrer que | fax <e-1 et que j? rogar se 2-1) 


b) Soit A Paire de la partie du plan limitée par la courbe (C.), l’axe (0,1) et les droites 


2 
ی‎ 7 
d'équations x=0 et x=7. Montrer que Fl 7۲ > À <ex-2. 
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Epreuve : Mathématiques (Section mathématiques) 


Annexe {à rendre avec la copie) 
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MATHÉMATIQUES 


Section : Mathématiques 
Session principale : juin 2015 





Exercice 1 ( Thème : nombres complexes) 


2 Li etz, A وب‎ 


1) a) A=4-16=-12=(243i) : z 
Se = {1-i 3,1+iN3). 
b) 1-103 = 2e 3etl+iV3=2e 3. 


2) voir figure. 
3) On sait que N el donc Izy] =2. 





De plus arg(z, ) = (u, "ON )[2r] = (OM, ON) E (u, "OM )[2r] = 6+ = [27] 


1 = 
Il en résulte que 7 = 2e | Le 


1 1 1 1 


i i iZ iZ 
4) a) L'expression complexe de r est z'=e 3 (z-z )+zą =e 3 )2-2(+ 2 < 037-263 +2. 


T 


. T T 
Zp +Z 5 4 Ze +Z (0 Sl 
b) zp =-= =e" +e Set zg = <e i T 


e 3. En remplaçant z par zr dans l’expression 


complexe de r, on obtient 


T T T ۱ TU 27 T 
i— 0 1— 1— (043) 1— 1— 
z'=e le +3 |-2e34+2=e +e 3 - 263 +2 


= Ao) qa pe je = EE Un = a pes = 0 r(F) =K. 


5 2 2 2 


AF = AK 


c) Puisque r(F) = K donc (Ar ۲ 


— , il en résulte que le triangle AFK est équilatéral. 
AF, AK) = z [27] i i | 


۲ a COS x + bsin x =rcos(x — Q) ; 

= G + ES = fe e — 2] = COS Q@ = 
r = Va” +b” et 

6+ 2cos[ 0-5 |-4cos 340050 =4-(3005 ۵-2 وله‎ 0) sin q = 


- 42/3008 04%) 


5) a) AF اما‎ +e 3 -2 








a 
r 

b 

r 





r oos 0+2 |=- 5 ST 
b) AF” est maximale si et seulement si 6 d'où 0 =—. 


Be |, 1] 
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Exercice 2 ( Thèmes : similitude indirecte ; similitude indirecte ; antidéplacement ) 


1) Une mesure de l’angle de f est (AB, AC) = [27] et le rapport de f est | = tan 9 = 3. 


3 
2) a) Le rapport de g est ۳ = 3 


3 


b) L’axe A de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de CAB 


1 
A,— 


c) On pose g(B)=B". On sait que سکف‎ 
A, 
3 


| et gog(C)=B'donc i ا ا‎ 


AD = ¿AC, on en déduit que D = B'. Ainsi g(B) =D. si g est une similitude indirecte 
de centre (2 et de rapport k ; alors : 


gog est l'homothétie de centre Q et 


de rapport K 





AD 43 


Puisque g (B) = D donc 2 = 7 = tan ab) d’où ABD = = il en résulte que [BD) est la bissectrice 





۸ la composée d'une similitude directe 
intérieure de ABC. 


3) a) f og est la composée d’une similitude directe de der apport k et d'une similitude 


n 1 
rapport V3 et d'une similitude indirecte de rapport 2 indirecte de rapport T est 


donc f o get un antidéplacement soit une symétrie orthogonale, 


soit une symétrie glissante. 


or fog(A)=Aet fog(C)=C donc f o gest une symétrie orthogonale d’axe (AC). 
b) Ona fog(B)=D'donc میرگ‎ (B) =D" d’où (AC) 1 (BD') et (AC) 1 (BA) donc B, A et D’ sont 
alignés or AB = AD” donc A est le milieu de [BD] et par suite S, (B) =D". 

4) ()=(BD)nA donc f (1) ef ((BD))nf (A), or ۶)۵( م۹‎ °2 (4) = Siac (A) =A). d'où 
f(D)e(CD)A(AD = {J}. 
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Exercice 3 ( Thème : arithmétique) 


1) a) 47x(-9)+53x8=1 donc (-9,8) est solution de (E). 
b) 47x +53۷ = 47 x (-9) +53x8 < 47(x +9) = 53(8 — y) donc 47 divise 53(8 — y) et 47 133=1donc 47 
divise (8 — y) d’où y =8-47k,k e Z par suite x =53k-9,keZ . 
Ainsi Sz, =1(53k-9,8-47k),k € Z}. 
c) soit x un inverse de 47 modulo 53, alors 47x = 1(mod 53( <> il existe un entier y tel que 


47 =1+ 53y © 47x -53y =1 = (x,-y) solution de (E) donc x = 53k -9,k e Z 
d) 0<x=53k-9<53 <k < 7 donc k =1 d’où x = 44. 
2) a) D’après Fermat 45” = 1(mod 53) 


b) 451% = (45° | x 45? = 45? (mod 53) =11(mod53). 


3) a) N est la somme de 106 termes d’une suite géométrique de raison 45 
tgs 


b) 44N =10(mod53) donc N = 470(mod 53) = 46(mod 53). 


donc N = 





<> 44N = 451 —1 =10(mod53) 


Exercice 4 ( Thèmes : variation d’une fonction , bijection و‎ calcul intégral , notion d’aire) 


L 
1) a) La fonction f est dérivable sur [0,1] et f'(x) = (cos x )e 


sin x 





b) Pour tout x e[0,n]| , n-x e[0,n| et f(r-x)= esn(r-x) ے‎ gsinx =f (x). 


c) (T):y =f'(0)x+f(0)=x+1. 





: ۱ ۱ ۱ -[ + V5 
2) a) La fonction g est continue et strictement croissante sur b 5 donc 


٥ = = = pe کچ‎ | par suite g(x) >0 sr 0 3 ا‎ 
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5 
2 


La fonction g est continue et strictement décroissante sur | 


ESS 1 due [H S d) 7 E al Oe E ا‎ donc il existe un unique 


ES 


1 donc elle réalise une bijection de 

















2 a tel que g (a) = 0. Ainsi l’équation g(x) = 0 admet une unique solution 0 € 0 I| | 


b) 





3) a) La fonction h est dérivable sur Da et h'(x)= (cos و(‎ —1=g(sin x). 


| o T la restriction de la fonction sinus à 
b) La fonction x H sin x est une bijection de | 0, 7 sur[ O, 1] 


à TU 
۳ l'intervalle | 0,— | est une 
or Q € [0,1] donc il existe un unique f e 0 z| tel que sinf = a. 2 


bijection de 0 3 sur [0,1| 





c) La fonction x H sin x est continue et strictement croissante sur chacun des intervalles [O, 0 et[ 0, a | donc 


sin ([0,8]) = [sin 0, sin 6] =[0,a] et sin ۳ =[a,,1]. 


d) 





e) h([0,p])=[0,h(p)] et اس‎ = ۱ 3 «0 et ۱3 > 0 donc h(x)>0 sur Da par suite 


f (x) > x +1sur Da donc (Cf) est en dessus de (T). 


IL. 
X 
1) a) pour tout x > 0 , cost<l,t e [0.x] et th cost est continue sur [0.x] donc [ cos tdt < x donc 


Sin X <x. 
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b) La fonction x H e” est strictement croissante sur IR et sin x < x pour tout x > Odonc 


T 
e*"* > e* Sf(x)<e* pour tout x e Da 


c) 


۱ 
l 

۱ 

۱ (T) 
| ۳ 

i 

۱ 


-1 


2) a) on sait que f (x) = e“ pour tout x e 0 donc | f (x)dx < تم‎ | =e-1 


on sait que sinx <1donc f(x)<e donc feta se| 5-1) 
b) A =2f2f(x)dx 


2 2 T 2 
ES >] (x)ax <e=1+e( 2-1) donc + ۲ > ۸ > ۵7-2 
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| REPUBLIQUE TUNISIENNE A ia à 
MINISTERE DE L'EDUCATION | EPreuve 5 
e o Durée : 4H 


EXAMEN DU BACCALAUREAT 
SESSION 2015 


Section : Mathématiques 





Exercice 1 (4 points) 


Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, ABCD est un carré inscrit 
dans le cercle (€) de centre O, (AB, AD) => [2x] et let J sont les 
milieux respectifs des segments [AD] et [AB]. 


1) Soit f la similitude directe qui envoie A sur Bet I surO. 





a) Justifier que f est d’angle i et de rapport TN 


b) Déterminer le centre de f. 


2) La droite (CJ) recoupe le cercle (€) en Eet soit H le projeté orthogonal du point B sur (AE). 
a) Justifier que E est le milieu du segment [AH] et en déduire que EA.EB =-EA/. 


کی سس 


b) Montrer d’autre part que  EA.EB = ae ۱ 


3) On considère la similitude indirecte g de centre E qui envoie Bsur A. 
a) Déterminer le rapport de g. 
b) Soit O'=g(0). Justifier que le triangle O'EA est isocèle. 
c) Montrer que O'A = Al. 


4) Soit S= gof . Montrer que S est une symétrie orthogonale dont on précisera laxe. 
Exercice 2 ( 5 points) 
Soit (0,i,j,k) un repère orthonormé de l’espace . 


On considère les points A(-2,3,2) et B(2,3,2) et Fa ورب رن‎ SEE Re EA 
l’ensemble S des points M(x,y,z) de l’espace 





tels que x? + y pr —6y—-4z+9=0. 


mn nm ہس‎ 
= 
= 





p‏ پک اه 


f 





1) a) Montrer que S est une sphère et préciser 
son rayon et les coordonnées de son centre |. 


J == ۰ 
A ۳ E 
1 a # e 
cl 1 “sa, À Le 





b) Montrer que [ AB] est un diamètre de ۰ 
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2) Soit P le plan d’équation z = 2 et soit J (-6,3,2). 


a) Vérifier que l appartient au plan P et en déduire que la sphère S coupe P suivant le cercle F de 
diamétre [AB]. 


b) Dans le plan P, on considère le cercle ۲ ۲ de centre J et de rayon 4. 


Montrer que les cercles IF et ۲ ۰ sont tangents extérieurement en A . 
3) Soit E le point de coordonnées (4,3,0) . On considère l’homothétie h de centre E, de rapport ` et on 
désigne par S la sphère image de S par h. 
a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre I’. 
b) Justifier que le plan P coupe la sphère S suivant le cercle T'. 


c) La droite (EA) recoupe S en A'. Soit B' le point diamétralement opposé à A' sur la sphère 5. 


Montrer que les points E , B et B' sont alignés. 


Exercice 3 (4 points) 


On a recensé, dans un pays, les dépenses en dinars des ménages en produits informatiques et téléphoniques 
de l’année 2004 jusqu’à l’année 2013. 


Le tableau ci- dessous donne ces dépenses Y (en 10° dinars) suivant le rang de l’année X. 
| Rang de l’année X É 3 


Dans l'annexe ci-jointe (Figurel ), on a Rene dans le repère Li l, Ji, le nuage ۹ یت‎ de la série (x. YA 


1) On se propose d’ajuster la série double (X, Y) par la droite de Mayer. (Les valeurs seront arrondies au 
centiéme pres). 


a) Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage. 
b) Soit G; le point moyen des cinq premiers points du nuage. Calculer les coordonnées de G:. 


c) Tracer la droite (GG¡) dans le repère (o.ï,j) 


d) Déterminer une équation de la droite (GG) sous la forme y = a x +b. 
e) En utilisant l’ajustement de cette série par la droite de Mayer, donner une prévision des dépenses des 
ménages pour l’année 2019. 
2) On pose Z = e” eton خی تفه‎ le tableau nn 





ou 
a) Déterminer le coefficient de corrélation r de la série 3 Z). 


b) Ecrire une équation de la droite affine de Z en X par la méthode des moindres carrés. 
(les coefficients de la droite seront arrondis au centième). 
c) En utilisant cet ajustement, donner une prévision des dépenses de l’année 2019. 
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Exercice 4 (7 points) 


l- 1) Soit la fonction u définie sur jo. +f par u(t) = 3ln(l +t) Em 


a) Dresser le tableau de variation de la fonction u. 
b) En déduire le signe de u. 
f(x) = x [In(1+x)-Inx] si x e ]0,1 
2) Soit la fonction f définie sur [0,1] par: | (92x es dés Ds a 
1(0)=0 


a) Montrer que f est continue et dérivable á droite en 0 et calculer E, (0). 
b) Vérifier que pour tout x e 0.1] , f(x) = xu =) i 
X 


c) Dresser le tableau de variation de la fonction f. 


II- On considère les fonctions g et h définies sur [0,1] par 
h(x) << si x e ]0,1 
g(x) =x? In(x+1) et AIRE si x > [ ۱ ۱ 

h(0) = 0 


On désigne respectivement par (Cr) (CL) et (Ch) les courbes des fonctions f, g et h dans un 
repère orthonormé )0,1.[( 
l 


1) Montrer que la courbe (Ch) admet une tangente horizontale au point d'abscisse e 3. 
2) a) Vérifier que pour tout réel xde [0,1] ; f(x)=g(x)-h(x). 
b) Donner la position relative des courbes (Cf) et ( Ce). 


1 
c)Soit T et T’ les tangentes respectives à (Cf) et (Cg) aux points d'abscisse e 3. 


Montrer que T et T” sont parallèles. 
3) Dans l’annexe ci-jointe (Figure2), on a tracé dans le repère (O,i,j) les courbes (Cy) et (Ch) et 
0. 
leurs tangentes aux points d'abscisse e 3. 


a) Construire le point de (Cf) d’abscisse e 3etla tangente (T). 
b) Tracer la courbe (Cp). 
4) a) Justifier que h admet une unique primitive H sur Pintervalle [0,1] qui s’annule en 1. 
1 : 
b) Soit a e JO,1] et A, =Í x In xdx ۰ Exprimer A, en fonction de H . 
ol 
c) Calculer Ag à l’aide d’une intégration par parties. 
d) En déduire H(0). 
e) Déterminer alors laire de la partie du plan limitée par les deux courbes (Cr) et (Cg) et les 


droites d’équations x=0et x= 1. 
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Exercice 1 ( Thèmes : similitude directe ; similitude indirecte ; antidéplacement) 


1) 


2) 


3) 


4) 


a) Une mesure de l’angle de f est (AL, -BO) ` (AD, "BD (]27[ = (DA, -DB)[21] = [2r] 


1 
Lg O ا‎ 
AI Lip AD T 
> Dr 


DB سب‎ no ; 
b) o V2 et (DA, DB) = [2r] il en résulte que D est le centre de f. 


a) [AC] est un diamètre de(£) et E € (5) ۱ LA, C} donc (CE) L (AE) et (BH) L (AE) donc (BH)//(CE) 
or (CE) passe par J le milieu de [AB] et coupe [AH] en E, il en résulte que E est le milieu de [AH]. 
EA.EB = EA.EH = -EA x EH = -EA?. 


b) EA.EB = EA.EB.cos( AEB) = EA.EB.cos 2 = gars 
مس‎ ^a — “amy 37 
car (EB, EA) = r+ (CB, CA)= = [27] 
EA EH . 1 
EB PEH 2 
b) Le triangle OEB est isocéle donc son image par g est un triangle isocéle, on en déduit que le triangle 
O’EA est isocèle. 


a) Le rapport de g est 


c) On sait que f (A) =B et f (I) = O donc AI = Lo de plus 


V2 


g(B)= A et g(0)=0" donc AO' = 1 0B, i en résulte que O'A = AI. 


V2 
S est la composée d’une similitude directe de rapport V2 est d’une similitude indirecte de rapport 7 donc 


S est une similitude indirecte de rapport 1 donc $ est un antidéplacement. 
S(A)= g(f (A)) =g(B)= A , il en résulte que S est une symétrie orthogonale d'axe A qui passe par O de 


plus S(1) = g(f (1)) _ g(O) = O'donc A est lą médiatrice\de [O”I]. 
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Exercice 2 ( Thèmes : sphère ; homothétie dans l’espace ) 


1) a) M(x,y,z)eS > x° +(y -3) +(z- 2) = 4, on en déduit que S est la sphère de centre 1(0,3,2) et de 
rayon 2. 
b) Il suffit de vérifier que A eS, B ES et I est le milieu ۰ 


2) a) La cote du point I est 2 donc I e P par suite S coupe P suivant le cercle ۲ de centre I et de rayon 2, or A 
et B appartiennent à P et I est le milieu de [AB]. donc [AB] est un diamètre de I. 


b) IA =2, JA = 4 et IJ =6 donc IA +JA = lJ par suite I’ et I 'sont tangents extérieurement en A. 
3) a) Le rayon de S’ est égal à > 2 =5. On pose I'(x, y,z), 


: x-4=-10 ۶-6 
«)1( 21 S ان‎ = ES y-3=0 «<4y=3 ilen résulte que 1'(-6,3,5). 


z=5 ES 
b) d(T', P) =3<5 donc S’ coupe P suivant un cercle de rayon 25-9 =4 et de centre le projeté 
0 
orthogonal de P’ sur P, or J est un point de P et I'J| 0 | est normal à P donc J est le projeté orthogonal de I’ 
—3 


sur P, il en résulte que P coupe S’ suivant le cercle 1۰ 
c) AeSA(EA) donc h(A)eS'^(EA)={A,A or h(A) + A donc h(A)= A". 
B est le point diamétralement opposé à A sur S donc h (B) est le point diamétralement opposé à A” sur S’, 


on en déduit que h(B) = B' par suite E, B et B’ sont alignés. 
Exercice 3 ( Theme : statistique a deux variables) 


1) a) G(X, Y) donc G(5.5,0.818). 
b) G, (3,0.6). 
۲ ۱ 


Yen10$D 








d) a — ne = 0.09 donc (GG, ) : y = 0.0872x +b or G, € (GG, ) 


donc 0.6 = 0.09 x3 +b <> b = 0.33, il en résulte que (GG, ): y = 0.09x + 0.33. 
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e) Pour x =16, on obtient y =1.77. 


cov(X,Z) 
2) a) r = ———— = 0.987. 
Ox0z 
cov(X,Z) = .= S 
b) Z=bX+a avec b = ——— =0.2et a = Z-bX =1.23. Ainsi Z=0.2X +1.23 
X 


c) Z=0.2X +1.23 ee" =0.2X +1.23 O Y = In (0.2X +1.23). Pour x =16, on obtient y = 1.488399584. 


Exercice 4 ( Thèmes : variation d’une fonction ; notion de primitive ; notion d’aire) 


I. 1) a) Pour tout t > 0, a Ha : = AL > 0. 








1+t (1+t) (1+t) 





lim u(t) = lim 31n (1 + t) سل‎ = +00. 
-+1 
t 
b) u(]o, +) = |o, +00| donc u(t) > 0 pour toutt > ۰ 
2) a) lim f(x) =x"In(1+x)-x"Inx =0 =f (0) donc f est continue à droite en 0. 


) 
lim LC) 


x>0 xXx 





=x"In(1+x)-x"Inx =0=f, (0) donc f est dérivable à droite en 0. 


b) Pour tout x € JO,1], f'(x) = 3x° [In(1+x)-1Inx |+x° -+ 





II. 1) Pour tout x e 01, h'(x) = 3x” lnx +x" =x” (3 In x +1). 
1 
Pour tout x e [0,1], h'(x)=0 S In x = => & x =e 3. On en déduit que (C, ) admet une tangente 


1 
horizontale au point d’abscisse e *. 
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2) a) Pour tout x e 01, f(x) =x’ In(1+x)- x’ In x = g(x)-h(x) et f (0) = g(0)-h(0) donc 
pour tout x e [0,1], f(x) = g(x)-h(x). 
b) Pour tout x e [0,1], f (x) —g(x) = —h(x) > 0 donc (C ) est au-dessus de(C, ) et les points 


(0,0) et (1, In 2) sont des points d’intersection. 


1 1 1 1 1 
c) e ‘ete ۳ ۳ e donc TUT”. 


3) 

















4) a) La fonction h est continue sur 0 1] donc elle admet une unique primitive H qui s’annule en 1. 


b) A(a)=H(1)-H(a)=-H(a). 


o 1 
u(x)=Inx ۳ (x)= 
c) On pose > 
v(x)=x at 
4 
X Ea a a fl a 1 À 
A(a)=| 5 mx [x dx = Ina x | = ¿Ma iras 
۱ 1 
d) H(0) = lim-A(a)= 72۰ 
1 1 
e) A = (f(x)-8(x))dx = -f h(x)dx = H(0) = = 
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